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Prefazione

Questi appunti sono relativi ai corsi di Geometria (laurea triennale in

Informatica) e Geometria I (laurea triennale in Fisica) da noi tenuti nell'anno

accademico 200212003. Essi non sono stati pensati come testo di riferimento, bensì

come supporto alle lezioni svolte in aula e guida per lo studente che dovrà integrarli

con la consultazione dei testi consigliati e con il colloquio diretto con i docenti.
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CAPITOLO I

MATRICI E SISTEMI LINEARI

1. VETTORI NUMERICI

Indichiamo con R I'insieme dei numeri reali. L'insieme R dotato delle usuali

operazioni di addizione e moltiplicazione sarà detto campo reale.Il campo reale

sarà indicato ancora con R.

Consideriamo il prodotto cartesiano di R n volte per se stesso, cioè l'insieme

Rn delle n-ple ordinate di numeri reali. Un elemento di tale insieme sarà detto

vettore numerico di ordine n sul campo R.

Presi due vettori numerici à = (ar,..., an) e b = (br, ..., b,,) di R", diremo

somma di aebilvettorenumerico a * b = (a, + b,,... , &n + b,). Preso unvettore

numerico B = (a,, ..., an) ed un numero reale h, diremo prodotto di h per a il
vettore numerico h a = (ha,, ..., ha").

Presi due vettori numerici à = (a,, ..., an) e b = (b,, ..., b,) di Rn, diremo

prodotto scalare standard di a e b, il numero reale a . b = a,b, + . .. + anbn.

E'facile verificare che il prodotto scalare standard così definito soddisfa le

seguenti proprietà :

Va,b,cCRn e Vh,k€R
simmetria: a. b=b.a,
bilinearità: (ha+kb).c = h(a.c) + k(b.c),

a'(hb+kc)= h(a'b) + k(a'c).
Esso è inoltre definito positivo, cioè :

a.à t 0 e a'a=0 <> a = ( 0, 0,...,0 ).



2. MATRICI

Siano m ed n due interi positivi. Si dice matrice di tipo [m, n] ( o matrice

m x n) sull'iryieme R dei numeri reali ogni tabella del tipo

(utt àrz arn \

8.r)

con aij € R, per ogni i e {1, ..., m} e per ogni j € {1, ..., n}.

Scriveremo in forma abbreviata (a1) i.{r,..,,m},j€{r,...,n} ( o semplicemente

(u,t) ). L'insieme delle matrici di tipo [-, n] su R sarà indicato nel seguito con R-,n.

Sia A la matrice (2.I).il,vettore numerico ai = (4r, ziz, ..., &in ) è detto la

i-ma riga di A e il vettore numerico d = (urj, zzj, ..., a- ) è detto la j-ma colonna

di A. L'elemento a,, è detto elemento di posto (i, j) di A.

Si dice trasposta di A, e si indica con A, o con A', la matrice di tipo [n, rn]

ottenuta da A scambiando le righe con le colonne.

ESEMPI
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Se m =, n , la matrice si dice quadrata di ordine n. In tal caso la n-pla

ordinata (arr, &rr, ..., ann ) è detta diagonale principale di A, mentre la n-pla

ordinata (àrn, àrn_r, .. ., onr ) è detta diagonale secondaria di A.

Siano A = (u,:) e B = (b,,) due matrici di tipo [*, n] su R. Si dice somma di

Ae B, e si indica conA+ B, lamatrice (a,,+ b,,)C R*,n.Sehè unnumero reale e

A = (a,:) C R.,n, si dice prodotto di h per A, e si denota con hA, la matrice

( hul) C R,,u.

Siano A C Rn,,n e B e R",q. Si dice prodotto (righe per colonne) di A per B,

e si indica con AB, la matrice di tipo [rn, q] che ha per elemento di posto (i, j) il
prodotto scalare standard della i-ma riga di A per la j-ma colonna di B :

AB =(a, .b,)€R,,0.

ESEMPI

2.2. Considerate le matrici B=

2\

Il prodotto righe per colonne tra matrici ora definito gode delle seguenti

proprietà :

(2.2) A(B+C)=Ag + AC, VACR,,n e VB,CCR.,o;
(A+B)C=AC + BC, VA,BCR,,n e VCgRn,r.

A(hB)=h(AB) = (hA)B, VAC R,n,n, V BC Rn,o . Vh€ R.
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Una matrice si dice a gradini se il numero degli zeri che precedono il
primo elemento diverso da zero in ogni riga aumenta di riga in riga, fino ad avere

eventuali righe costituite da soli zeri. Il primo elemento diverso da zero in ciascuna

riga è detlo pivol. Osserviamo esplicitamente che in una matrice a gradini priva di

righe nulle, il numero delle righe non supera il numero delle colonne.

ESEMPI
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Si dicono operazioni elementari (di riga) sulla matrice

(^t, at" \

le seguenti operazioni sulle righe :

E, : scambio di due righe (a, * a:)

E, : moltiplicazione di una riga per un numero reale h non nullo (h a, - a,);

E. : sostituzione di una riga con il vettore numerico ottenuto sommando la riga

stessa con un'altra riga (a, + a, - u,).
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La combinazione delle operaztoni E, ed E. dà luogo alla seguente

operazione :

sostituzione di una riga con il vettore numerico ottenuto ottenuto sommando

la riga stessa con un'altra moltiplicata per un numero reale h non nullo

(h a, + a, - a.i).

Ogni matrice ottenuta da una matrice A mediante operazioni elementari (di

riga) si dice equivalente (per righe) ad A.

Si vede facilmente che :

Proposizione 2.L. Per ogni matrice esiste una matrice a gradini ad essa

equivalente.

ESEMPI

2.4. Determiniamo una matrice a gradini equivalente alla matrice

Uoperazione -Zar t a, -> a, dà luogo alla matrice B = da cui,

mediante I'operazione t br - b. si ottiene la matrice C =

11 -1 0 2\

"=li t \ ))

(r -1

lo 3

l, 2

(1

t:
maî

3bt

1

i", * cr - cr si ottiene la

02\

i'l
gradini

02\
1 -s l

1 -2)

-1

J

-1

rice aDa C mediante I'operazione

/\
11 -1 0 2

lo 3 t -s.
I

lo o I 7
\33



matrice a gradini equivalente alla matrice

dà luogo alla matrice
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3. SISTEMI LINEARI

Si dice equazione lineare sul campo reale R nelle incognite x,, xz, ...,xn

ogni equazione del tipo

(3.1) ar xr + azx2 + ... * au Xn = b,

con à,1 2 z2t ..., aî, b € R.

Per ogni i= 7,2, ...,î, ai è detto coefficiente dell'incognita x, ; b prende il
nome di termine noto dell'equazione.

Consideriamo ora m (m . 7) eqtazioni lineari su R nelle incognite x1, x2,

..., Xn , owero, come si suol dire, un sistema lineare su R di m equazioni nelle n

incognite x12 x22..., Xu l

(3.2)

Si dice soluzione del

numeri reali tale che :

pyz r ... * arn yn = br

nzyz r .., * arn yn = b,

S" (y,, yz, ..., y,) è una soluzione del sistema (3.2), y, è detto ilvalore che

l'incognita xi assume nella soluzione (yr, yz, ...,yn).

Un sistema si dice compatibile se ammette almeno una soluzione,

incompatibile in caso contrario. Un sistema compatibile che ammette una sola

soluzione è detto determinato. Un sistema compatibile che non sia determinato è

detto indeterminato.

fa,, x, + anxz + ... + 3'n xn = b,

II "'
l"r, *, * à*z Xz * ... t o.n Xn = b.

sistema (3.2) ogni n-pla ordinafa (yr,y2,..., y") di



(ut, &rz aln

(delle incognite) o matrice incompleta del sistema. La matrice A' =

(^r, Ltz &rn bt \

completa del sistema. Se tale matrice è a

gradini, il sistema è detto a gradini.

Due sistemi lineari nelle stesse incognite si dicono equivalenti se hanno lo

stesso insieme di soluzioni.

Proviamo che:

àrzXz + ... + Íìro xn = b,

un sistema

à-zXz + ... + an'n Xn = b.

Iineare. Ogni sistema S' la cui matrice completa è equivalente alla matrice

completa di S è equivalente ad S.

Dimostrazione. Le operazioni elementari F,r,Er, Er(cfr. Pat.2) sulle righe della

matrice completa del sistema S corrispondono in modo ovvio ad analoghe

operazioni sulle equazioni del sistema.

Se S' è stato ottenuto da S mediante lo scambio di due equazioni, è owio che S' è

equivalente ad S.

Supponiamo ora S' ottenuto da S moltiplicando una equazione, ad es. la prima, per

un numero reale h - 0. PoichéIe equazioni arr xr + a12 Xz * ... * arn Xn = br e

ha,, x, + ha, xz * ... + ha,n xn = hbr hanno le stesse soluzioni, S ed S' sono

equivalenti.



Supponiamo infine S' ottenuto da S sostituendo ad un'equazione la somma

dell'equazione stessa e di un'altra, ad esempio sostituendo alla prima equazione la

somma della prima e della seconda . S" (y,, yz, ...,yn) è soluzione di S, allora

(yr,yr,...,y") è anche soluzione dell'equazione (a,,+ arr) x, + (a,r+ arz) xz + ... +

(ar'+ ar,,) x,, = b, + b, e dunque del sistema S'. Viceversa, se (y,, yz, ...,y") è

soluzione di S', allora (yr, yr, ...,y") è anche soluzione dell'equazione

all x1 + àtzXz + ... + ar,, xn = b, ottenuta facendo la differenzafia la prima e la

seconda equazione di S'. I sistemi S ed S' sono dunque equivalenti.

Dalle Proposizioni 2.1 e 3.I segue subito che :

Proposizione 3.2. Per ogni sistema lineare esiste un sistema a gradini ad esso

equivalente.

Dato un sistema lineare, si pone il problema di determinarne le eventuali

soluzioni.

Consideriamo in primo luogo il caso di un sistema costituito da una sola

equazione, sia essa

(3.4) al xr + azxz + ... * &n Xn = b.

Sia n = 1. L'equazione (3.4) è allora del tipo 3 x = b.

Se a = b = 0, ogni numero reale è soluzione dell'equazione e in tal caso

l'equazione si dice identica. Se a = 0 e b - 0,I'equazione non ammette soluzioni

ovvero è incompatibile (l'insieme delle soluzioni è vuoto). Se a - 0, l'equazione

ammette una e una sola soluzione ( è determinata) e tale soluzione è il numero

a-t b.

Siaoran>2.

Se a, - àz =...= &n = b = 0, ogni elemento di R" è soluzione dell'equazione (3.4)

che in tal caso è detta identica.Se a, = àz = ...= an = 0 e b - 0, l'equazione (3.4)



nL-ìn amrnette soluzioni ed è dunque incompatibile. Se almeno uno dei coefficienti

delle incognite è diverso dazero, sia esso a,, scriviamo l'equazione nella forma

(3.5) &r Xr = b - arxr- ... - 0,rXn .

Dire.che (y,,yr,...,y")€R" èsoluzionedi(3.4)(cioèdi(3.5)significadirechey,

è soluzione dell'equazione

(3.6) SrXr=b-aryr-...-anyn
nell'incognita x, e tale equazione è determinata, essendo a, - 0. Ne segue che,

comunque si scelgono n-1 numeri reali hr, ..., hn, esiste una e una sola soluzione

dell'equazione (3.5), ovvero della (3.4), in cui, per ogni i= 2, ..., n, I'incognita x,

assume il valore h,.E'facile rendersi conto che, facendo variare hs, ..., h, in R,

otteniamo con il procedimento precedente tutte le soluzioni dell'equazione (3.4).

Consideriamo ora un sistema lineare S con almeno due equazioni. Per la

Proposizione3.2 esiste un sistema a gradini equivalente ad S. Per determinare le

(eventuali) soluzioni di S basta allora saper determinare le (eventuali) soluzioni di

un sistema a gradini. Occupiamoci dunque dei sistemi a gradini.

Sia S un sistema a gradini. Se la matrice completa ha righe nulle, le
corrispondenti equazioni si possono eliminare in quanto sono identiche. Indichiamo

con p (< m) il numero delle equazioni ottenute eliminando da S le eventuali

equazioni identiche (tale numero coincide owiamente col numero dei pivot della

matrice completa). Se la matrice incompleta del nuovo sistema S'ha una riga nulla,

il sistema S è incompatibile in quanto la corrispondente equazione è incompatibiie.

Osserviamo che in questo caso il numero dei pivot della matrice incompleta è di
uno inferiore al numero dei pivot della matrice completa. Supponiamo dunque che

la matrice incompleta di S' non abbia righe nulle.

Sipossonopresentare i seguentiduecasi: (i) p = n; (ii)p <n.

10



Caso (i). Il sistema è del tipo

alr Xr + ADX, + f Ílrn Xn = b,

a2.x2+ *&rnxr=b,

o'-l n-l Xn-t * 3n-1 n Xn = bn-l

ann xn = bn

con aii- 0 per ogni i = 1, ..., n.

Dire che (yr, yr,...,y^) è soluzione del sistema significa dire che :

y" è soluzione dell'equazione &n,, Xn = bn

y*, è soluzione dell'equazione on_r n-l Xn-1 * an-r n yn = bn-r

y, è soluzione dell'equazione a, xl + anyzr... * orn yo = br.

Ciascuna di queste n equazioni in una sola incognita ammette una ed una sola

soluzione. Ne segue che il sistema ammette una ad una sola soluzione che si ottiene

risolvendo le equazioni del sistema cominciando dall'ultima e sostituendo di volta

in volta i valori trovati nelle equazioni precedenti.

C-aso (ii). In ciascuna equazione portiamo a secondo membro i termini contenenti le

incognite, dette variabili libere, i cui coefficienti non compaiono tra i pivot della

matrice incompleta del sistema. Per semplicità, supponiamo che tali incognite siano

xo+r: ..., x,. Il sistema si presenta allora nella forma :

all xl + * aro xo = br - ar p+r xp+r ar n Xn

&p-lp-l Xp-l + Ap-tpXp= bn-t - ap-1 p+tXp*l - ... - ap-l nxn

ooo Xo = bo - app+1 xp+l aon Xn

11



Comunque si scelgono n-p elementi hp+r, ..., hn in R, per il caso (i) esiste una ed

una sola soluzione del sistema in cui le variabili libere xp+r: ...r Xn assumono

rispettivamente i valori ho*,, ..., hn Il sistema dato ammette quindi infinite

soluzioni che dipendono da n-p parametri e tali soluzioni possono essere

determinate nel modo visto.

ESEMPI

X:=1
4

+ 2x,

x1 -

3.1. S: Xr *
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xz*
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+ 2x, =)

La matrice completa di tale sistema è

essa equivalente è

Una matrice a gradini ad

Ne segue che un sistema a gradini equivalente ad

7

3 . Tale sistema è determinato e la sua soluzione è

7
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[,0 o

X3=

X3=

2x, -

I xr= t
x2+x3-X+=2
Xr* Xo = 1
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la matrice completa di tale sistema è

1\

Zl . Vnamatrice a gradini ad

1)

(2 10 0

lr 1 1 -1
lt o-1 1

e quindi un sistema a gradini equivalente ad S

-1 2\

:1
(1 11

equivalenteè10 I2
I

\000
Xl+X2*Xr- X4=

x, + 2xr- 2xo=

Oxo =

2

3 , che risulta incompatibile.

2

x+=I2xr-xr+x,
S: xr* xo= 1-

-,_î
^3--'

33.

1.3



3.4. S

2xr+2xr+X:-Xq4xr=l
xl + x2 * Xr- x+ = 2
4x, + 4x, + 2xr- Zxo t 2x, = )

(2 2 1-1 1 1\

Lamatricecompletaditalesistemae lf 1 1 -1 0 Zl.Unamatriceat-l
\4 4 2-2 2 2)

(1 1 1 -r 0 2\

gradini ad essa equivalente e lO 0 -1 t 1 1 I 
. quindi un sistema a

\000 000)
fx,+x"*X:- x4 =)'

gradiniequivalenteadSè lL ' _1. Leincogniteche
t -x3 + x4 t xr=-5

hanno i pivot come coefficienti sono xr e x1; ne segue che xz , xq e x5 sono le

incognite cui si possono attribuire i valori arbitrari hr, ho e h, rispettivamente.

Scritto allora il sistema nella forma ft' 
* *' = ) - x2 + x4 

si ha che f insieme

t -X3 =-3 - xo - x'

delle soluzioni del sistema è { (-l-hr-hr, hr, 3+ho+hr, ho, hr) , hr,ho, hs e R } .

Un sistema fin"ur" S si dice omogeneo se tutte le sue equazioni hanno il

termine noto uguale a zero.

Sia S un sistema omogeneo in n incognite. Poiché la n-pla (0,0, ...,0) è

evidentemente una soluzione di S, allora S è sicuramente compatibile. La

soluzione (0, 0, ..., 0) è detta soluzione nulla obanale di S. Per quanto

precedentemente visto, si possono presentare per S solo le seguenti due

eventualità:

(D S è determinato e in questo caso l'unica soluzione di S è owiamente quella

banale;

(il S è indeterminato ed ammette quindi infinite soluzioni.

74



Utilizzando il prodotto (righe per colonne) tra matrici, introdurremo ora per

i sistemi lineari una notazione matriciale che risulterà molto utile nel seguito. A tal

/b' \

è soluzione del sistema (3.2) significa che valgono le uguaglianze espresse dalla

(3.3); tali uguaglianze equivalgono alla seguente uguaglianza tra matrici :

/Y'\

AY = B, avendo posto

nella forma

(3-7) AX=8,

se il sistema (3.2) è omogeneo,ra Q.7) diventa AX = 0 , avendo indicato

con 0 la matrice di tipo [m, 1] che ha tutti gli elementi uguali a zeÍo.

/xt \
x2

dove X denota una matrice incognita

x'n



CAPITOLO il

SPAZI VETTORIALI

1. OPERAZIONI INTERNE ED ESTERNE AD UN INSIEME

Sia S un insieme non vuoto. Si definisce operazione interna ad S ogni

applicazione I: SxS- S.

Sia (a, b) € S x S. L'immagine mediante I di (a, b) si indica di solito con

aIb.

ESEMPI

1.1. Le ordinarie operazioni di addizione e moltiplicazione tra numeri naturali sono

operazioni interne all'insieme N dei numeri naturali. Analogamente, le ordinarie

operazioni di addizione e moltiplicazione tra numeri interi, razionali o reali, sono

operazioni interne agli insiemi Z, @ o R (dei numeri interi, razionali o reali).

7.2. Sia S un insieme non vuoto. Indicato con g(S) I'insieme delle parti di S, le

applicazioni

o : (X, Y) e 9(S) x 0(S) --+ )( n Y e 9(S) e

U: (X,Y)e 9(S)x9(S)+ [UYc9(S)
sono operazioni interne a 9(S).

1.3. L'applicazione " r (-, n) e N x N * m'' c N è una operazioneinterna ad

N.
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1.4. Sia O un punto dello spazio della geometria elementare. Indichiamo con go

I'insieme dei segmenti orientati dello spazio di primo estremo il punto O. Se OA

ed oB sono due elementi digo, chiamiamo somma di oA ed oB il segmento

OC, dove il punto C è il secondo estremo del segmento di primo estremo A
equipollente ad OB ( cioè della stessa misura di OB rispetto ad una fissata unità e,

se non nullo, parallelo e concorde ad OB).

L'applicazione +: (OA,OB)e 9ox9o--- OC=OA+OB €yo èuna

operazione interna ad 9o.

Siano T ed S due insiemi non vuoti. Si defini ce operazione esterna tra T

ed S ogni applicazione o : Tx S - S.

Sia (u, b) € T x S. L'immagine mediante o di (u, b) si indica di solito con

aob.

ESEMPI

1.5. Consideratigliinsiemi Z ed R,l'applicazione (a,b)€ZxR-abe R è

una operazione esternatraZ edR.

1.6. sia h un numero reale ed oA un elemento di 9o. Se h = 0 oppure oA è il
segmento nullo oo, chiamiamo prodotto di h per OA il segmento oB = Oo. Se

h - 0 ed oA - oo, chiamiamo prodotto di h per oA il segmento oB
contenuto nella retta per O ed , avente misura uguale alla misura di OA

moltiplicata per il valore assoluto di h e concorde o discorde ad OA a seconda che

siah> 0oppureh <0. L'applicazione o: (h, OA)€ Rx 9o- OB =h"OAe go

è una operazione esterna tra R ed go .

)
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2. SPAZT VERORIALI SU R

Sia V un insieme non vuoto, + una operazione interna a V e o una

operazione esterna tra R e V. Si dice che la terna (V, +, o ) è uno spazio

vettoriale sul campo reale R se sono verificate le seguenti proprietà :

(2.I) associativa: perogni y,w,z€V, (v + w) + z=v +(w +z);

(2.2)esistenzadell'elemento neutro:esiste vo CVtale che v+ v0= v = v0+ v, per

ogni v C V;

(2.3)esistenzadell'opposto: per ogni vCVesiste v'C V tale che v + v'- v0 =

v'+v;
(2.4) commutativa : per ogni v, w C V, v + \ry = w + v;

(2.5) perognih, k C R e perogni v CV, (h k) " v = h o (k" o);

(2.6)perogni ve V, 1ov=Y;

(2.7) distributiva di " rispetto all'addizione in R : per ogni h, k € R e per ogni

v€V, (h+k)oY=hov + kov;

(2.8)distributiva di"rispetto a + in Y: perognihC R eperogni v, w C V,
h.(y+w)-hov + how.

Se (V, *, o ) è uno spazio vettoriale su R, gli elementi di V si dicono

vettori e gli elementi di R si dicono scalari.L'operazione + è detta addizionetra

vettori el'operazione o è detta moltiplicazione di uno scalare per un vettore. Se v

e w sono due vettori, il vettore v + vt/ è detto somma di v e w. Se h è uno scalare e v

è un vettore, il vettore h o v è detto prodotto dih per v e sarà denotato d'ora in poi

semplicemente con hv.

Proposizione 2.L. Sia (V, +, " ) uno spazio vettoriale sa R . Si ha :

(i) esiste in V un unico elemento neutro r$petto a + ;
(ii) per ogni v € V, esiste in V un unico opposto di v rispetto a + .

18



Dimostrazione. (i) Siano vo e

Yo=Yo+Wo=Wo,

(ii)Sia ve Vesiano v'ev"
f'=Y'*vo=v'+(v+v") =

wo elementi neutri rispetto a + . Per la (2.2) si ha :

opposti di v rispetto a +. Per le (2.2) e (2.1) si ha :

(v'+v)+v" = vo+Y"=Y".

L'elemento neutro rispetto a + in uno spazio vettoriale si dice vettore nullo

e si indica con 0u o semplicemente con 0 quando non c'è possibilità di equivoco.

Per ognivettore v di V, l'opposto di v si indica con -v;evidentemente, -0 = 0.

Nel seguito, dati due vettori v e w, scriveremo v - w invece di v + (-w).

ESEMPI DI SPAZI VET'TORIALI SU R

1.1. Spazio vettoriale numerico di ordinen sa R:

E' facile verificare che l'insieme R" delle n-ple ordinate di numeri reali con

I'operazione + cheaduevettorinumerici B=(a,,...,aJeb=(br,...,b") associa

ilvettore numerico a * b = ( u, + br, ..., an + bn ) e I'operazione o che ad un

numero reale h e ad un vettore numerico à = (ar,..., an) associa il vettore numerico

6a = (ha1, ..., han) (cfr. Cap. I, Par. 1) è uno spazio vettoriale su R. Il vettore nullo

di tale spazio è la n-pla ( 0,0, ...,0) e, per ogni vettore a = (ur, ...,àn),I'opposto

di a èilvettore -a=(-ar,...,-an).
Osserviamo che, pern = 1, Rt = R e le operazioni + e o non sono altro che le

usuali operazioni di addizione e moltiplicazione tra numeri reali. Il campo dei

numeri reali è dunque spazio vettoriale su se stesso.

2.2. Spazio vettoriale delle matrici di tipo [rn, n] sz R :

Indichiamo con R,,n l'insieme delle matrici di tipo [m, n] su R (cfr.

Cap. I, Par.2). Consideriamo l'operazione + che a due matrici A = (a,:) e

B = (br) di R.,n associa lamatrice A + B = ( aij + bij) € R,' el'operazione o che
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ad un numero reale h e ad una matrice A = (a,i) c R,n,n associa la matrice hA =
( hu,,)€ Ru,,n. Siverificafacilmente chela terna (R,,n, *,o) è uno spazio

vettoriale su R in cui il vettore nullo è la matrice con tutti gli elementi uguali a 0,

detta matrice nulla (di tipo [m, n]); per ogni matrice A = (a,t), l,opposta è la

matrice -4=(-ai,).

2.3. Spazio vettoriale dei vettori geometrici applicati in un punto :

Sia O un punto dello spazio della geometria elementare. Si dimostra

(utilizzando i teoremi della geometria elementare) che l'insieme 9o dei segmenti

orientati dello spazio di primo estremo O con le operazioni + e o definite come

negli Esempi 1.4 e 1.6 è uno spazio vettoriale su R che indicheremo con yo. Gli

elementi di tale spazio vettoriale saranno anche defti vettori geometrici applicati in

o.

Il vettore nullo di "fo è il segmento nullo OO e, per ogni vettore non nullo OA,

l'opposto di oA è il vettore oA', dove il punto A' appartiene alla retta per o ed A,

ha la stessa misura di OA (rispetto ad una fissata unità) e verso opposto a quello di

oA.

2.4. Spazio vettoriale dei vettori geometrici liberi ( o vettori liberi ordinari) :

Indichiamo con I l'insieme dei segmenti orientati dello spazio della

geometria elementare. Se AB € 9, si dice vettore geometrico libero (o vettore

libero ordinario) individuato da AB l'insieme, che indicheremo con AB, dei

segmenti orientati dello spazio equipollenti ad AB (cfr. Esempio r.4).
Evidentemente, se CD € AB, risulta CD = AB. Osserviamo esplicitamente che

l'insieme dei segmenti nulli dello spazio è un vettore geometrico libero, detto

vettore libero nullo, che indicheremo con 0.
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Sia a = AB un vettore geometrico libero ed O un punto. L'unico segmento

rrientato OP tale che OP = a è detto vettore AB applicato in O o rappresentante

,ii AB in O.

Siano a e b due vettori liberi. Fissato un punto O dello spazio, siano OP ed

OQ i rappresentanti in O dei vettori a e b e sia OR = OP + OQ. Si prova

rutilizzando i teoremi della geometria elementare) che, se O' è un punto distinto da

O e O'P' e O'Q' sono i rappresentanti in O' di a e b, il segmento O'R' = O'P' +

O'Q' è equipollente ad OR. Ne segue che i vettori liberi OR ed O'R' coincidono.

Il vettore libero OR = O'R' sarà detto somma di a e b e sarà indicato con

a+b.
Sia a un vettore libero ed h un numero reale. Fissato un punto O dello spazio,

sia OP il rappresentante di a in O e sia OQ = h OP. Se O' è un punto distinto da

O ed O'P' è il rappresentante di a in O', il segmento O'Q' = h O'P' risulta

;quipollente ad OQ, per cui è OQ = O'Q'. Il vettore libero OQ = O'Q' sarà detto

:rodotto di h per a e sarà indicato con h a.

Si verifica che l'insieme dei vettori liberi dello spazio con l'operazione + che

. due vettori liberi a e b associa il vettore libero a + b e l'operazione o che ad

in numero reale h e ad un vettore libero a associa il vettore libero h a è uno

.pazio vettoriale su R. Indicheremo con Y tale spazio vettoriale. Il vettore nullo di

1'coincide owiamente con 0.

1.5. Spazio vettoriale dei vettori geometrici liberi di un piano :

Sia n un piano ed 9* I'insieme dei segmenti orientati contenuti in n. Se

AB C 9n, si dice vettore geometrico libero (o vettore libero ordinario) di n
individuato da AB l'insieme, che indicheremo con AB, dei segmenti orientati del

piano n equipollenti ad AB. Definiamo la somma di due vettori liberi di n e il
prodotto di un numero reale per un vettore libero di n analogamente a quanto fatto

nell'Esempio 2.4 per i vettori liberi dello spazio. L'insieme I, con le due
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operazioni così definite è uno spazio vettoriale su R. Indicheremo tale spazio con

lf n.

2.6. Spazio vettoriale dei polinomi in x a cofficienti reali.

Indichiamo con R[x] l'insieme dei polinomi nella indeterminata x a

coefficienti reali. L'insieme R[x], con le ordinarie operazioni di addizione tra

polinomi e moltiplicazione di un numeto reale per un polinomio, è uno spazio

vettoriale sul campo reale R. Il vettore nullo di tale spazio vettoriale è il polinomio

in x avente tutti i coefficienti uguali azero (polinomio nullo).

Nel seguito scriveremo di solito semplicemente V in luogo di (V, +, " ) e

non menzioneremo il campo R.

Proviamo ora alcune proprietà di uno spazio vettoriale V .

Per ogni Y,w)z C V e per ogni h C R, si ha :

L Y+w=z =+ y=z-w.
Dimostrazione. v + w = z + (v + w)-w - z -w + (per la(2.1))

v+(w-w)=z-w :+ y+0=z-w -v=z-w.

Inparticolare, dallalsegueche: v+w=v €> w=0.

il. 0v=0=h0.
Dimostrazione. 0 y = (0+0) v + (per la (2.7)) 0 v = 0 v + 0 v + (per la I )

0v=0.
h 0 = h (0 + 0) + (perla (2.8))tr0 = h0 + h 0 + (perla I)h0 = 0.

22



ru. hv=Q <> h=0 oppure v=0.

Dimostrazione. Se h= 0 oppurev = 0, dallallsegue che hv =0.
úa hv=0. Se h+0,esistel'inversohr esiha:hv=0 - hl(hv)=h'0
@rla (2.5)eperlaII) (h-1 h) v = 0 => 1 v = 0 + (per la(2.6)) v = 0.

IV. h(-v)=-(hv)=(-h)v.
Dimostrazione. Per provare che h C v) è I'opposto di h v, basta provare

che h(- t) +hv= 0. Siha: h (-v) + hv - (p..la (2.8))h (- v + v) = h0 = (per

h II) 0. In maniera analoga si prova che (-h) y = - (h v).

Inparticolare,dallalVsegueche : (-1)v=-v e (-h)(-v)=hv.

Se yy y 2, ..., y. sono t (= 3) vettori di V, il vettore

(--.((v, + vr)+vr)+...)+v, sarà detto somma dei vettori yb yz, ... , vr e sarà

idicato semplicemente con vt + vz + ... + vt.

Sfruttando le proprietà (2.1) e Q.\ si può provare che una somma di vettori

mn dipende né dall'ordine in cui si considerano i vettori, né dal modo di associarli.

Si può inoltre provare che la proprietà distributiva (2.8) si può estendere alla

f,)rnma di più vettori :

h (v, + yz* ... + v) - h v, + h v, + ... + h v,.

Chiudiamo il presente paragrafo dando la seguente definizione :

se h,, hr, ..., h,€ R, il vettore v = h,v, + hrv, +... + h,v, è detto combinazione

lineare dei vettori yyy2z ...,y1 mediante gli scalari hr,hr,..., h,. Inparticolare,

se y e w sono vettori non nulli tali che v = h rry (e quindi w = h-'v), si dirà che v e w

snno proporzionali.

Sia
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3, SOTTOSPAZI

Sia (V, +, " ) uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme non vuoto H di V si dice

stabile (o chiuso) rispetto all'addizione se

(3.1) per ogni v, w C H, si ha v + w € H;

si dice stabile (o chiuso) rispetto alla moltiplicazione per uno scalare se

(3.2) per ogni h€ReperognivCH,siha hvCH.

Osserviamo che, seHè unsottoinsieme stabile rispetto a + e o, allorale

applicazioni

(3.3) +:(v,w)€HxH-v+wCH e o:(h,v)€RxH--hv€H

sono rispettivamente una operazione interna definita in H ed una operazione

esterna tra R ed H.

SiaHun sottoinsieme stabile rispetto a + e o. Diremo cheH èsottospazio

(vettoriale) di V se H è esso stesso spazio vettoriale rispetto alle operazioni (3.3).

Proposizione 3.1. Ogni sottoinsieme H di V stabile rispetto alle due operazioni di

V è un sottospazio.

Dimostrazione. Le proprietà (2.1,), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8) sono ovviamente

verificate. Consideriamo un vettore v di H. Per la (3.2),0 v € H. D'altra parte, per

la IldelParagrafo 2, 0v =0,equindi 0€H. Inoltre,perla (3.2)e perlalVdel

Paragrafo 2,per ogni v e H, (-1) v =-v e H. Resta cosìprovato chevalgono

anche le (2.2) e (2.3) e dunque H è uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni

(3.3).

ESEMPI

3.7. In ogni spazio vettoriale V, i sottoinsiemi i0) e V sono evidentemente

sottospazi di V, detti sottospazi banali.
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3.2. Nello spazio vettoriale numerico R3, consideriamo i sottoinsiemi :

H, = { (*,y,t)€ R3 : y = 0 } = { (x, 0,2),conx,z€ R };
H. = { (*,y,r) )C R': x + y +z=0};
Hr={(*,y,2)eRr:x'0}.
Come facilmente si verifica, H, e H, sono sottoinsiemi stabili di R3, e dunque sono

sottospazi di R3. Il sottoinsieme H, è stabile rispetto all'operazione di addizione

(come subito si verifica). Proviamo che H3 non è stabile rispetto alla

moltiplicazione per un numero reale, e quindi non è sottospazio di R3.

\{oltiplicando infatti un numero reale h < 0 per un vettore (*,y,t) di H. avente

\ r 0, si ottiene il vettore (hx, hy, hz) che non è in Hr, dato che risulta h x < 0.

3.3. Nello spazio vettoriale numerico R2, consideriamo i sottoinsiemi :

H,={(x,y)€R',y=x2}l
H. = { (0, 0), (1, 1), C1, -1) h
H,={(t,-*),conx€R}.
I sottoinsiemi Hr e H, non sono stabili rispetto a nessuna delle due operazioni di R2

e dunque non sono sottospazi (infatti, ad esempio , (2, 4) e (3, 9) sono in H,, mentre

12,4) + (3,9) = (5, 13)É H, e 5(2,4) = (10, ZC)elF^l . Analogamenre,

(1, 1) + (1, 1) = (2,2)eHz e 2(I,t) = (2,2)#]Hr). E,facile invece provare

che H. è sottospazio di R2.

3.1. Nello spazio vettoriale R[x] dei polinomi in x a coefficienti reali (cfr.

Esempio 2.6), consideriamo il sottoinsieme Rr[x] costituito dai polinomi di grado

-2edalpolinomionullo,cioè Rr[x] ={ar+a1 x +arx,,con a0,zt,d?e R}.
Siano a0 + arx + arx' e bn + b,x + brx2 due elementi di Rr[*] . Si ha :

(ao+a, x+ a2xt)+(bn+b, x+brx2) = (au+b,,)+(a, + b,)x + (ar+ br)*t e

tale polinomio, se non è nullo, ha grado al più due. Il sottoinsieme Rr[x] è dunque
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stabile rispetto all'operazione di addizione in R[x]. Analogamente si prova la

stabilità di Rt[x] rispetto all'operazione di moltiplicazione per un numero reale, e

dunque Rr[x] è un sottospazio di R["] .

Più in generale, si prova che, per ogni intero positivo n, il sottoinsieme

R"[x] di R[x] costituito dai polinomi di grado < n e dal polinomio nullo è un

sottospazio di R[x].

3.5. Consideriamo lo spazio vettoriale Vo dei vettori geometrici applicati nel punto

O (cfr. Esempio 2.3). Detta r una retta per O e fi un piano per O, siano H, ed H, i

seguenti sottoinsiemi :

H, = { OPCVo: Pe r }, Hz= { OPC1/o: P€^ }.
Per come è stata definita l'operazione di addizione in "l/o , la somma di due vettori

di Hl è un segmento di origine O contenuto in r e la somma di due vettori di Hz è

un segmento di origine O contenuto nel piano n. Ne segue che H, ed H, sono

sottoinsiemi di yo stabili rispetto all'operuzione di addizione in "l/o . Analogamente

si prova la stabilità di H, ed Hrrispetto all'operazione di moltiplicazione di un

numero reale per un vettore. I sottoinsiemi H, ed H, sono dunque entrambi

sottospazi di'fo.

Considerata unarettasperO distintadar,poniamo: H, = { Op€Vo: p € s }.
Come si è visto per H,, anche H. è un sottospazio di 'fo . Consideriamo ora il
sottoinsieme:

H= HrU H, = { OPCVo : p Cr U s} .

Il sottoinsieme H è owiamente stabile rispetto all'operazione di moltiplicazione di

un numero reale per un vettore, mentre non è stabile rispetto all'addizione in
quanto, se consideriamo un vettore OP non nullo in H, e un vettore Oe non nullo

h H., il vettore OR = OP + OQ non appartiene ad H dato che il punto R non si

uor-a evidentemente né in r né in s. Ne segue che H non è sottospazio di'fo.
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Osservazione3.l. Sia W un sottospazio vettoriale di V. Se vr, y2, ..., vs sono

";ettori di W, dalla (3.1) segue che ilvettore yr + y2 + ... + v" appartiene aW. Se

h..hr, ..., h, sono numeri reali, dalle (3.1) e (3.2) segue che la combinazione

-rneare hrv, + hrv, + ... + h.v, appartiene a W.

Proviamo ora che :

Proposizione3.z.Se H eW sono due sottospazi diV, allora H nW èun

sonospazio di V.

Dimostrazione. Poiché 0 € H e 0 CW, allora H n W non è vuoto. Siano ora v e

n-duevettori diH n W. Poiché v,w €H, allora v +w CH, in quanto Hè un

lottospazio. Analogamente, poiché v, w e W, allora v + w € W. Si ha quindi che

r + w CH n W. Sia orah €R e v €H n W. Poiché sia Hche W sono sottospazi,

lllora il vettore hv appartiene sia ad H che a W, e quindi hv C H n W. n

=--'ttoinsieme H O W è dunque stabile rispetto ad entrambe le operczioni di V e

;uindi è un sottospazio di V.

La proprietà espressa dalla Proposizione 3.2 si può estendere ad un insieme

;ualunque di sottospazi di uno spazio vettoriale. Vale dunque la seguente

Proposizione 3.3. L'intersezione di un numero qualunque di sottospazi di V è un

:ortospazio di V.

Siano HeW sottospazidiV. Nonèveroingeneraleche HUW è

:.rttospazio di V (cfr. Esempio 3.5). Si pone allora il problema di determinare il più

:iccolo sottospazio (rispetto all'inclusione) che contiene H U W. A tale proposito,

J{-rnsiderato il sottoinsieme

H+W = {v+w:ye HewCW},
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si ha che :

Proposizione3.4. SeH eW sono soÍtospazidiV, ilsottoinsieme H + W èun

sottospazio di V ed è il più piccolo (rispetto all'inclusione) sottospazio di V che

contiene H U W.

Dimostrazione. Poiché H eW sono nonvuoti, allora H + W è nonvuoto.

Proviamo per prima cosa che H + W è stabile rispetto all'addizione. Siano y + w

e y' + \ry' due elementi di H + W. Applicando le proprietà (2.I) e (2.4) si ha :

(v +w) + (v'+ w') = (v + v')+(w +w'). PoichéHeWsonosottospazi,

v+y'CH e w+w'€W. Nesegueche (v+w)+(v'+w') €H+W.
Analogamente si prova la stabilità di H + W rispetto alla moltiplicazione per un

numero reale. Il sottoinsieme H + W è dunque sottospazio di V.

Siaora vunvettorediH.Poiché v=v+0 e 0€W,allora v€H+W. Siha

quindi che H C H + W. Analogamente si prova che W C H + W, e dunque

HUW C H+W.
Se Z è unsottospaziodi Vche contiene H U W, allora, perognivCHe perogni

w € w, v + w e ze quindi H + w e z.ogni sottospazio contenente sia H che

W contiene allora H + W. Ciò significa che H + W è il più piccolo sottospazio

di V che contiene H U W. L'asserto è così completamente provato.

Il sottospazio H + W è detto (sottospazio) somma di He W.

Siano H,, Hr, ..., H, t sottospazidiY. Posto H, + H, + ... + H, =

{n, + yzt...*vt:v,CH, perogni i = 1,..., t}, sipuòdimostrareche

Hr + H, + ... + Hr è il più piccolo sottospazio di V contenente

H1 U H2 U ... U Hr. Esso prende il nome di (sottospazio) somma dei sottospazi

Hr,Hr,..., H,.
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LasommaH, + Hr+... + H, deisottospazi H,, Hr,..., H, sidice direttase

ognuno dei sottospazi interseca nel solo vettore nullo la somma dei rimanenti. In

particolare, se t = 2,clò significa che H, ll H, = {0}. Per indicare che una somma

è diretta si usa il simbolo Hr @ H2 @ ... @ H,. Due sottospaziH, e H, di V si

dicono supplementari se H1 @ H. = V.

4, SOTTOSPAZIO GENERATO DA UN SISTEMA DI VETTORI

_Sg_V_ _T9,_sp-azio vetlolialSrSi dice sistema di vettori di ordine t ( = 1)_ di V

_!g!f*Lp-Lg {. yr,. J_2, ,....,v,} di vettori di V non necessariamente distinti. Siano

_S*={=y,,'y.,2?....,v, } edS'={ wbwz,...,w,}duesistemidivettoridiV.sidice

ehe S è contenuto in S', e si scrive S C S', se, per ogni v, C S, siha chev, C S' e

lnoltre vi compare in S' almeno tante volte quante compare in S.

":P. | = { _ybyz,..., v, } un sistema di vettori di V e sia v un vettore di V. Si

-diceche 
u dtp91td9 (inearmente)daS,oche v dipendedaivettori yt,yz,...,yt,

-s=e. y si può ottenere come combinazione lineare di yp y21 ..., yt mediante

Jpp--o-'tlgni scalari, Si ha cioè che :

v dipendeda S e f hl,h2,...,h,e R : v= h,vr+hrvr+...+h,vr.

Proposizione 4.1 Sla S = { v,, vo ..., v, } un sistema di vettori di V. Si ha :

(ù 0 dipende da S;

(ii) per ogni v, e S, yi dipende da S;

(iii) se T è un sistema di vettori che contiene S, allora ogni vettore che

dipende da S dipende anche da T.

Dimostrazione. (i) Poiché 0 = Ovr + 0v, + ... + 0v, , allora0dipende da S.

(ii) Poiché vi = Oyr + ... + 0v,_, + 1v, + 0v,*, +... + 0v., allora v, dipende da S.
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(iii)SiaT= {or, Y2,...,Y1,vrr,...,w'}.Sev= hrvr +hrvr+ .'' +h,v,,allorasiha

v = hrVr + hrv, + ... + h,v,+ 0w, + ... + Own edunque v dipende anche daT'

-gfq F ,=. {.-v_r,_-y2,. 
. ..'.-v, }, .!ln--ustemadi*v-eltsri-d!-Y-,-Ltr-{igh$In9-aen L(S) : 93

j-*(oy!Z:::.t.Yt ) I'insieme delle combinazioni lineari d-ei vettori di l; Poniamo cioè

L(S) = L(vr,vr,..., y, ) = { hrvr +hrvr+ .'. + h,v,, al variare di hr, hr, "', h, in R}'

Proposizione !.2;_l!$) è lt p"llr.pJg-_c-gJpkA-p-etto-nllt.inclusiene).. ;-o-trtespsZig-li!

che contiene i vettori di S.
1-_*_.-*-

ù-imìstrazione. Cominciamo col provare che L(S) è un sottospaz\o di V. Per la

(i) della Proposizione 4.7, 0 e L(S) e dunque L(S) non è vuoto' Siano

h,v, + hrvr+... + h,v, e krv, +kv, + ... + krvt due elementi di L(s). Si ha

(h,v, + h,v, + ... +h,v,) + (krvr +krvr+ ... + k,v,) = (hr+ kr)v, + (hr+ kr)v, +

... + (hr+ k) v, c L(S) e dunque L(S) è stabile rispetto all'addizione. Analogamente

si prova la stabilità di L(S) rispetto alla moltiplicazione per un numero reale. L(S)

è dunque un sottospazio che,per la (ii) dalla Proposizione 4.7, contiene i vettori di

S.

Sia ora W un sottospazio di V che contiene i vettori di S. Per l'Osservazione 3.1

tutti i vettori di L(S) appartengono a W e quindi L(S) C W.

Il qq-ttqspa.z-iq I-(S) è detto sottospazio.generato dq S (q 
-dai 

v9!!91i Yu,"!-2.7

-.:*Yr)'

Osservazione 4.1. E' facile rendersi conto che, se W e H sono sottospazi di V ed è

W=L(S) ed H=L(T), allora W+H=L(SUT).

Siano S e T due sistemi di vettori di V. Si dice che S e J,s9*4o equivalenti

se L(S) = L(T)? cioè se S e T generano [o stesso sottospazio di y._
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Si verifica facilmente che :

e 4.3 . Siano S e T due sistemi di vettori di V.

e T sono equivalenti e ogni vettore di S dipende da T ed ogni vettore di T

da S.

zione 4.4 . Se A € R^, e B è una matrice equivalente (per righe) ad A,

i S eT i sistemi divettori di re costituitirispettivamente dalle righe diA e di

si ha che S e T sono equivalenti, cioè L(S) = L(T) .

La nozione di sottospazio generato da un sistema di vettori si estende ad un

sottoinsieme X non vuoto di V. Precisamente,

da X, e lo si denota con L(X), il più piccolo

prova che L(X) è l'insieme di tutte le combinazioni lineari ottenute mediante

i appartenenti a X.
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osservazione.'ll.".E,irnmediatoverificareche,seS-è._ul'si@
- -c-he-.contiqre-il vetlore-.*lull-o. op.p,u1e due vettori proporzialaliu allora S è

dioendente.

Proviamo che :

Proposizione sr:*.f111={ ry rq .::!l:-! =J:_ !! :i'::yo d:r!!!gfl !tl,
(i)"_ s è dipendente e esx! iy. t y:r_!?::!,:" !,f:!:o:, ::y"::t: l.
(iù S è indipende.nte e n?ssuno 4S_i yqtlpr! di S dipende dai rimay3-ryti,__

Dimostrazione. (i) Sia S dipendente. Esistono allora t scalari h,, hr, ..., h, non

tutti nulli tali che h,v, + hrv, + ... + h,v, = Q Supponiamo che sia h,- 0

(analogamente si procede negli altri casi). Si ha : v, = - (hl)-1h2vz - ... - (h,)-1h,v,

e dunque v, dipende da yr,..., yt .
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, supponiamo che in S uno dei vettori, diciamo v, , dipende dai rimanenti.

quindi degli scalarihr, ..., h, tali che vr=hry., + ... + h,v,. Si ha allora :

-hzYz h,v,= 0edunque S èdipendente.

Segue banalmente dalla (i).

Osserviamo che dalla (i) della Proposizione precedente segue in particolare

un sistema costituito da due vettori non nulli è dipendente se, e solo se, i due

i sono proporzionali.

Sia S = { v }. Se v =0, alloraperl'Osservazione 5.1 S èdipendente. Se

v + 0, allora S è indipendente in quanto h v = 0, con v *0,implica h = 0,

la Proprietà III degli spazi vettoriali (cfr. Parugrafo 2).

Nello spazio vettoriale numerico R3 , consideriamo i seguenti sistemi di

ton :

= { (1, 0, 0), (I, 2, 0), (3, 4, 5) ), S, = { (2, -I, 0), (4, 3, 7), (2, 4, 7) I,
3), (-4, 4, -6) l,= { ( -1, 7, 1), (0, 1, 0), (7, I, -1) }, So = {(2, -2,

= { (3, I,7),(3,1,2)}.
n,,1] 0, 0) + hz(I,2,0) + hr(3, 4, 5) =

h, + 3hr, 2h, + 4h3, 5hr) = ( 0; 0, 0), da cuiG'+

sistema lineare nelle incognite h1, h2, h3 ha come

dunque S, è indipendente.

Il sistema S, è dipendente per la Proposizione 5.1

Q, -7,0) + (2,4,I).
in quanto risulta (4,3, I) =
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Sia h,(-1, 1, 1) + h2(0, 1, 0) + hr(1, L, -1) = (0, 0, 0) , da cui

-h, + h,

h, +h,
hr-h.

0

hr=0
0

che si riduce a

+ h3 =Q
h, + 2 h: = 0 . Tale sistema lineare ha come soluzioni tutte e

0=0
sole le terne (hr, -2h3,h3), al variare di h, in R e dunque S, è dipendente.

So è dipendente poiché (-4, 4, -6) = -2 (2, -2,3) mentre Sr è indipendente poiché i

due vettori che lo compongono non sono proporzionali.

5.3. Nello spazio vettoriale "l/o dei vettori geometrici dello spazio applicati in un

punto O (cfr. Esempio 2.3), si verifica facilmente che due vettori sono dipendenti

se, e solo se, giacciono su una stessa retta, mentre tre vettori sono dipendenti se, e

solo se, giacciono su uno stesso piano.

Osservazione 5.2. Si verifica facilmente che :

Se S= { vr, vr, ..., vt } ET = { vr, y2,..., yt, wr, ..., w. } sono due sistemi di

vettori di V, allora :

(i) Se S è dipendente, T è dipendente.

(ii) Se T è indipendente, S è indipendente.

Si ha infatti :

(i) Poiché S è dipendente, esistono t scalari h, h2,..., h, non tutti nulli tali che

h,v, + hrvr+... + h,vr= 0. Ne segue che h,v, + hrvr+... + h,v,+ 0w, + ... + 0w.

= 0 e dunque T è dipendente.

(ii) Segue immediatamente dalla (i).

Proviamo ora che :

-h1
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Proposizione 5.2. ,se s= { v,, vr, ..., v, } è un sistema indipendente, ogni vettore

che dipende da S vi dipende in unico modo.

Dimostrazione. Sia v un vettore che dipende da S. Vogliamo provare che v si può

scrivere in unico modo come combinazione lineare dei vettori di S. Se

v=hrv, +hrv, +... + h,v, = k,vr+krvr+... +k,vr,siha (h,_k,)v, +

(hr-kr) yzr ... + (h,-k,) v, = 0. poiché S è indipendente, h,_k, - h2_kz = ...
- hr-k, =0, dacui hi=ki,perogni i=I,...,t.

Proposizione 5.3. se s= { v,, v2..., v, } è un sistema indipendente e v è un

vettore di V che non dipende da S, allora il sistema S U { v } = { vr, v2, ..., v,, v }
è indipendente.

Dimostrazione. Siah,v, + hrvr+... +h,v, + h v = 0. Sideve provare cheh, - hz =
... -h,=h=0. Sefosseh+0, siavrebbe v = _h-th,v, _h-rhzyz_... _h-ih,v, e

quindi v dipenderebbe da S, contro l'ipotesi. E' dunque h = 0. L,uguaglianza
h,vr + hrvr+... +h,v, + hv =0 sipuòallorascriverenelseguentemodo:
h,v, + hrvr+... +h,v,= 0. Essendo S indipendente, siha h, = hz =...=ht = 0.

L'asserto è così provato.

Dalla Proposizione 5.3 segue immediatamente il seguente :

corollario 5,4. se s= { v,, v2, ..., v, } è un sistema ind.ipendente e v è un vettore

diVtaleche S U {v} = {vr,v2,...,v,,v} èdipendente, allora v dipendedas.

6. BASI E DIMENSIONE

"--Sil V uno spazio vettoriale. Si dice che V è finitamente generabile seesiste

-S:_:t"-a S = {vr, vr, ..., Y, } di vettori di V tale che V._1*L_($)rqiq.e_"p_le_clre ogni
yggge di V sf p.uò sqrivgre come combinazione lineare dei vertori di S. In tal caso
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e di di V o che i vettori YpY2e ...tYr ge

s le R" è finitamente generabile in

, , 0, 1)) è un sistema di vettori di R"

I

I

I

I

L.

dipende da S, ad esempio il vettore (1, 1). Il sistema T genera R2 in quanto, per

ogni (a, b) di R'z, si ha : (a, b) = (a - b) (1, 0) + b (1, 1). E' facile verificare che il

sistema Z genera R2 (cfr. Esempio 6.1 e Proposizione 4.1 (iii) ).

6.3. Consideriamo i seguenti sistemi di vettori di Rr : S = { (1, 0, 0), (0, 2,0),

(0, 0, - 1), (0, 0, 0) Ì, T = { (1, 0, 1), (0, 0, 1), (5, 0, 3) } , Z = { (1, 0, 0), (0, 1, 0) } .

E' facile verificare che S genera R', mentre T e Z non 1o generano.

6.4. Lo spazio vettoriale "l/o dei vettori geometrici dello spazio applicati in un

punto O (cfr. Esempio 2.3) è finitamente generabile in quanto, come facilmente si

prova, ogni sistema costituito da tre vettori non complanari genera'l/o .

6.5. Lo spazio vettoriale R[x] dei polinomi in x a coefficienti reali (cfr. Esempio

2.6) non è finitamente generabìle. Considerato infatti un sistema S di vettori non

tutti nulli di R[x] , sia M il massimo dei gradi dei polinomi in S. Un polinomio di
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-s=do maggiore di M non può essere scritto come combinazione lineare dei

s,-.iinomi di S. Ne segue che nessun sistema di vettori di R[x] può generare R[x] '

+"6. LospaziovettorialeRr[x] = {au+a1 x+ azx2,con a0,&1 ,az€R}(cfr.
Esempio 3.4) è finitamente generabile, in quanto il sistema di vettori S =

- 1,x,x2 ) generaRr[*]:perognipolinomio ar) +a1 x+a2x2c Rr[x],è

à + ar x + a. xt combinazione lineare dei polinomi 1, x ed x2 mediante gli

--alari &11 , à.r ed a,

lf{':f ".P" 2 1 _e "di 
v o gnl 

.' 
i'J,: + "e_'_f 9! 91 

d e n j 9 
d i I ! n e-! { [ 

o;! -{! ],

Proposizione 6.1. Ogni spazio vettoriale V finitamente generabile e non ridotto al

solo vettore nullo ammette basi.

Dimostrazione. SiaS = { n,, y2,..., v, } un sistema di generatori di V. Se S è

indipendente, allora S è una base di V. Supponiamo ora S dipendente. Per la

Proposizione 5.1 esiste in S un vettore, diciamo v,, che dipende dai rimanenti. Si ha

quindi

r6.1) vr = kz v, + k, Yr * ... + k,Y,' con kr,k.,...,k, €R.
Posto S' = S\ { v, } = {vr, ..., y, }, proviamo che S' generaV. Siav €V. Poiché

S genera V, esistono t scalari, h,, ..., h,, tali che

16.2) v = hrYr + h2Yz + ... + hrvt .

Dalle (6.1) e(6.2) segue che v = h,(k, v, + k, v-, + ...* k, v,) + hrv, + ... + h,v,=

rh,kr+h, )vr+... +(h,k,+h, )v. cL(S').Sihacosì V=L(S').

Se S' è indipendente, S' è una base di V. In caso contrario, esiste in S' un vettore

che dipende dai rimanenti. Ripetendo il ragionamento precedente, troviamo in S'

un sistema S" che genera ancora V. Se S" è indipendente, esso è una base di V,

altrimenti si procede in maniera analoga a quanto prima fatto. Poiché V non è

ridotto al solo vettore nullo, dopo al più t - 1 passi, si ottiene una base di V.
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complanari. Per gli Esempi 5.3 e 6.4, S è una base di "l/o
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Nellospaziovettoriale Rr[*] = { ao + al x + arx', con zo,ar, a, € R }
iaino il sistema di vettori S = { L, x, x2 } . Per l'Esempio 6.6, S genera

Proviamo ora che'S è indipendente. Sia hu 1 + h, x + k *t = 0 =

0 x + 0 x' . Uguagliando i coefficienti dei termini di ugual grado, si ricava

0

0 , onde S è indipendente. Si ha quindi che S è una base di Rr[x].

0

Nellospaziovettoriale R"[*] = {au+al x+ ...+ànXn,con a0,...,àoe
(cfr. Esempio 3.4) consideriamo il sistema di vettori S = { 1, x, ... , x" } . Si

facilmente che S è una base di R^[x] , detta base naturale di R"[r].

3. Nello spazio vettoriale R,, n delle matrici di tipo [m, n] su R (cfr.Esempio

(0 0... ...0\

a 6.3. (di Steinitz)'. Siano S = { vt, vu ..., vn] e T = { rtt, wz ..., wo} due

Se T è indipendente ed è contenuto ini di vettori di uno spazio vettoriale.

allora k"s h.

rema 6.4. Sia

vettore nullo.

V uno spazio vettoriale finitamente generabile e non ridotto al

Tutte le basi di V hanno Io stesso ordine (owero lo stesso

di vettori).

I Per la dimostrazione confronta, ad esempio, T. Apostol, Cap. II , Teorema 3.5.
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Dimostrazione. SianoB,= {v,, y2,..., v"} e B, = {w,, w2t...t w",} duebasidiV.I

sistemi di vettori B, e B, sono dunque indipendenti ed L(8,) = L(Br) = V. Poiché Bz

è un sistema indipendente contenuto in V = L(B,), per il Lemma 6.3 si ha che

m < n. Analogamente, poiché B, è un sistema indipendente contenuto in V = L(Br),

allora, sempre per il Lemma 6.3, è n < m. Ne segue che n = m.

liA V .unq spqzio vettoriale finitamente ge.q91ab;1.q,.-$e_ V non.Si f"idqgp, el

_so_lo vettore nullo, per il Teorema 6.4 tttte le basi di Vla_nno lo stesso grqir.ì-e

n = 1. L'intero n è detto la dimensione di Y. Se V= {0}, si attribuisce a V

dimensione zero. Ad_o_gn! 
9p_a7-!o.- 

vettoriale noq fin-i!qme-n_t9 ggngrabile si attribui

9r+p s" i ery "1qg{'_l!.1

Per indicare che n è la dimensione di V, scriveremo dimV = n. Uno spazio

vettoriale di dimensione finita n sarà di solito indicato con Vn.

Dagli Esempi 6.7,6.70, 6.72 e 6.13 segue che :

dimR" = n, dim.l/o - 3, dimR,[x] = n*1, dimR*.n = m n

Alcune proprietà di uno spazio vettoriale di dimensione n sono contenute

nella seguente

Proposizione 6.5. Se V - {0} ha dimensione n, si ha:

(it l'ordine di ogni sistema indipendente di vettori di V è al più n;

(ii) ogni sistema indipendente di ordine n è una base di V;

riiil ogni sistema di generatori diV di ordine n è una base diV.

Dimostrazione. Sia B una base di V ed S un sistema indipendente. Poiché

S C L(B) = V, dal Lemma di Steinitz segue la (i).
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:rovare che S è una base di V, basta provare che S genera V. Se, per assurdo, fosse

L1S) C V, esisterebbe almeno un vettore w C V \ L(S). Per la Proposizione 5.3, il

>istema S U {w} sarebbe allora indipendente, contro la (i).

Proviamo infine la (iii). Sia S un sistema di generatori di V costituito da n vettori.

Fer il Corollario 6.2, esiste almeno una base B di V contenuta in S. Poiché S e B

îanno entrambi ordine n, allora necessariamente S = B.

Proposizione 6.6 (completamento di un sistema indipendente in una base). Se

S = { ,,, v2, ..., v,} è un sistema indipendente di uno spazio vettoriale V ,,, esiste

vna base di V, che contiene S.

Dimostrazione . Per la (i) della Proposizione 6.5, è t . n.

Se t = n , per la (ii) della Proposizione 6.5, S è una base di V" .

Se t ( fl, per il Teorema 6.4, S non è una base di V,, e dunque L(S) C V'. Sia

v.-, C Vu \ L(S). Per la Proposizione 5.3, il sistema S' = S U {v"'} è indipendente.

Se tt1 = tr , S' è una base di V. che contiene S. Se t+1 < n, ripetendo il

:rgionamento precedente, si ottiene un sistema S" di ordine t+2che è indipendente

e contiene S. Procedendo in tal modo, dopo n - t passi si ottiene un sistema

rndipendente di ordine n, cioè una base di Vn, che contiene S.

Si prova che :

Proposizione 6.7. Sia W un sottospazio di uno spazio vettoriale l/,, .

ti) W è finitamente generabile e dimW s n;

,ii) dimW=n+W=Vn.

Dalla Proposizione 6.7 segue immediatamente la seguente

Proposizione 6.8. Siano W e Z due sottospazi di uno spazio vettoriale V,.

rÌ) WeZ - dimWsdimZ;

tii) WgZ edimW=dimZ +W=2.
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Proviamo che :

Teorema 6.9 (relazione di Grassmann). Siano W e H due sottospazi di uno spazio

vettoriale V,. Si ha : 
J*ru ;\{r!;4) " drr*WJ rúryxr* - J**t'*i n n'; 

efiJUnÈ
dimW + dimH=dim(WnH) + dim(W+H).

Dimostrazione. Basta provare che

dim(W+H) = dimW + dimH-dim(WnH).

Supponiamo in primo luogo che W l-ì H - { 0 }. Sia B' = { yr, y2, ...tv, } una base

di \M n H. Completiamo B, in una base B* = { v,, yz, ..., yi, wi*r, ..., w, } di W

(cfr. Proposizione 6.6) . Analogamente, completiamo B, in una base Bu =

{yr,vr,,..., vi, zi*t, ...,2r} di H. Consideriamo ora il sistema B = {yr,yr,..., yi,

wi*l , ..., w,, zi*t , ..., z, I di vettori di W + H. Tale sistema ha ordine

dimW + dim H - dim(W n H). Per provare I'asserto basta mostrare che B è una

base di W + H. Cominciamo a provare che B genera W + H. Sia v + zeW + H.

Poiché v €W, v è combinazione lineare deivettori di B*; poiché ze H, allora z è

combinazione lineare dei vettori di BH. Ne segue che v + z è combinazione lineare

dei vettori di B e dunque B genera W + H. Proviamo ora che B è indipendente. Sia

(6.3) h, v, +..., hi vi + h,*, w,*, + ... +h. w. + ki+l zi*r *...*k, z, = Q.

Da tale relazione segue che h, vr +... + h,v, + h,*,w ,*, + +h,w , =

- ( k,*,z,*r +...+k,zr) . Poiché h,v, +... + h,v, + hi+rwi+r+ ... +h"ws appartiene a

W e k,* rzi*r t...+k,2, appartiene ad H, allora il vettore ki*rZi*r +...+kpr

appartiene a W O H. Esso è dunque combinazione lineare dei vettori di B,; si ha

quindi ki*,z,*, +...+k&t = k,v, + ... + k,v,, per opportuni scalari k,, ..., k,. Ne

segue che k,*,2,*, +...+k&t - kryr kivi = 0 . Poiché 1vr,yz,..., vi, zi*t, ...,

z, | è indipendente, essendo una base di H, gli scalari k, sono tutti nulli; in

particolare è ki*r = ...= k, = 0. Sostituendo tali valori nella (6.3), si ottiene:

h, v, +...* h, vi + hi+1 wi*r* ... +h, w, = 0, da cui hr = ... - Ì\ = 0, essendo

{vr,yr,..., vi, wi*r, ..., w. } una base di W. Abbiamo così provato che B è

indipendente. Possiamo concludere che B è una base di W + H.
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niamo ora che W n H = { 0 }. Considerataunabase B*= { w1 , ..., w. } di

e una base B" = {4, ...,2. } di H, un ragionamento analogo a quello usato

caso precedente permette di provare che B = { wl , .. ., w 
", 

zr , ..., z. } è una

diW+H.

,'asserto è così completamente provato.

CAMBIAMENTI DI RIFERIMENTO

Sia V" * {0}. Una base ordinata di V" è detta ancbe riftrimento di V.. Se

>1, ogni base di V" dà l,ry.go a vari riferimenti; ad esempio, dalla base naturale

,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ) 0i Rl q!

1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ), ( (1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0 )
(0, t, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1) ), ( (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0)

(0,0, 1), (1,0,0), (0, 1, 0) ), ( (0, 0, 1), (0, 1,0), (1,0,0) ).

P*itslsg

(1, 0, ..., 0), (0, r, ...,0

Analogamente, diremo

Sia R = ( Eb e,2,..., €n ) un riferimento dello spazio vettoriale V". Dalla

izione di base e dalla Proposizione 5.2 segue che, per ogni v € v", esiste una e

sola n-pla ordinata (hr, ...,h") e Ro tale che v = hrel + hre, + ... + h,en. Gli

),

),

scalari hr,...,hn sonodetti lecomponenrl di v inR.

43



Siano R = ( e,, er, ..., €n ) ed R'= ( €r', E2', ..., en') due'riferimenti dello

spazio vettoriale V'. Indichiamo con (b'1, bzr , ..., bu,) la n-pla ordinata delle

componenti di e, nel riferimento R', coil (b12, bzu, ..., b"r) la n-pla ordinata delle

componenti di e, nel riferimento R', e così via fino ad en , la cui n-pla ordinata delle

componenti nel riferimento R'sarà indicata con (bru, brn , ..., bnn). Sia ora v € V".

Dette x,, 42, ..., xn le componenti di v in R ed xr',x2',..', Xn' le componenti di v

in R', si ha :

+

+

+

+

X,'

x2'

Xn'

b' X,

b, Xt

brn Xn

brn *n

b,, x, + ...
brrx, + ...

(7.r)

= bnr Xr + b,,, x2 + ... + bnn Xn

Le (1.7) sono dette/ormule di passaggio dal riferimento R al riferimento R'.

equivalgono all'unica relazione matriciale

(7.2) X' = BX .

La matrice B è detta matrice di passaggio da R ad R'.

/"t \

le (7.r)

ESEMPI

7.1. Considerati i riferimenti R = ((1, 4, 1), (1, 5, 0), (2,5, -L)) ed R'

((1, 0, -1), (0, 2, I), (2,3, -2)) di R3, determiniamo le formule di passaggio da

ad R'.

=

R
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X,'

X,,

Xr'

I
I

Poiché (7, 4,1) - (1, 0, -7) + 2(0,2, 1) + O(2,3, -2)

(1, 5, 0) = -(1, 0, -1) + (0,2,l) + (2,3, -2)

(2, 5, -I) = 0(1, 0, -1) + (0,2, l) + (2,3, -2),

le formule richieste sono

Q.3)

= xl -x2
= 2*, + Xz* x3

= Xz* X3

Note le componenti di un vettore di R3 nel riferimento R, possiamo allora

conoscere, mediante Ie (7 .3),le componenti dello stesso vettore nel riferimento R'.

Ad esempio, le componenti in R' del vettore (-3,2,7) = 3(I, 4, l) + 2(I, 5,0) - 4
(2,5,-1) sono: X,'=3 -2=t, Xz'=6+2-4=4, xz'=2-4=-2;
è infatti (-3,2,7) = I(7,0, -1) + 4(0,2,I) - 2 Q'3, -2).

j
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8. ESERCIZI SULLA DETERMINAZIONE DI BASI

8.1. Determinare una base di R3 contenente il vettoro v, = (7,0,2) (cfr. Prop.

6.6).

Un vettore che non dipende da v, è, ad esempio, il vettore vz = (1, 1, 0). Il
sottospazio H = L ( (1, 0, 2), (7,1, 0) ) ha dimensione due e quindi non contiene

tutti e tre i vettori della base naturale di R3. Si vede facilmente, ad esempio, che

(1, 0, 0) É H; il sistema { (1, 0, 2), (1,1, 0), (1, 0, 0) } è dunque indipendente e

costituisce quindi una base di R3.

8.2. Determinare una base di Ra contenente i vettori vt = (2, -1, 0, 0) e

vz = (0, 1,3,0).

Il sottospazio H = L((2, -1,0,0), (0,1.,3,0) ) ha dimensione due e quindi non

contiene tutti e quattrò i vettori della base naturale di R4. Si vede facilmente, ad

esempio, che (1, 0, 0, 0) É H. Il sistema T = { (2, -1, 0, 0), (0, 7,3,0), (1, 0, 0, 0) }

è dunque indipendente. Il sottospazio K = L (T) ha dimensione tre e pertanto non

contiene tutti e quattro i vettori della base naturale di R4. I1 vettore (0, 0, 0, 1) non

è in K e dunque il sistema {(2, -7,0, 0), (0, 1, 3, 0), (1, 0, 0, 0),

(0,0, 0, 1)Ì è indipendente, per cui esso è una base di R4.

8.3. Determinare una base del sottospazio H = L((1, 0, 7 ,2), (-7, 2, 3, 0),

(3, -2, -I, 4), (-2, 4,6, 0)) di Ra (cfr. Corollario 6.2).

Poiché il vettore (-2, 4, 6, 0) dipende dai rimanenti (infatti (-2, 4, 6, 0) =

2(-I, 2,3, 0)), allora H = L((1, 0, 7, 2), (-I, 2, 3, 0), (3, -2 ,-7, 4)).Poiché

(3,-2,-7,4) dipendedaivettori(I,0,1,2)e (-7,2,3,0)(infatÍi(3,-2,-7,4)=

2(1, 0, 7, 2) - (-7, 2,3, 0)), allora H = L((1, 0, I, 2), (-7, 2,3, 0)). I vettori

(1,0, 1, Z) e (-7,2,3 ,O),che generano H, sono indipendenti e costituiscono perciò

una base di H. Ne segue che dimH = 2. Osserviamo che, avendo H dimensione
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, due qualsiasi vettori indipendenti appartenenti ad H ne costituiscono una base.

segue, ad esempio, che anche i sistemi {(1, 0, L,2), (3, -2, -\, 4)}, {(I,0, I, Z),

4,6,0)I,{(-I,2,3,0),(3, -2, -I, 4)} sono basi di H.

altro metodo per determ una base di H è il
Scriviamo i vettori,(1, 0, I,2), (-I,2,3, 0), (3, -2, -I, 4) e (-2, 4, 6,0) come

di una matrice:

ad A:

izione 4.4,H = L((1, 0, 1,2), (0, i*ft,0,'J.,2)
2, 4,2) sono indipendenti, essi costituiscono una base di H. La dimensione di

è dunque uguale al numero dei pivot della matrice B.

a che le righe nou

indipendenti, il metodo su indicato permetteJLi
l

ione e una base di un sbttospazio di R" di cui si'cq un sistema di

i. osserviamo esplicitamente che da quanto detto segue che due matrici a

ini equivalenti ad una stessa matrice hanno lo stesso numero di pivot. In

(I 0 12\
-1.2 30
3 -2 -1 4;
-2 4 6 0

determiniamo u amatrice agradini B equivalen e (perrighe)

(I 012\
lo 2 4 2

B= Il0 0 0 0
I\0000
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8.4. Sia S un sistema lineare omogeneo (su R) in n incognite. E' facile provare

che I'insieme H delle soluzioni di S è un sottospazio di R''.

,{: ng-fut*-

^ lx, +2xr-X+=0
S= l

L *r*xo=Q

li s=f*'+x2-x3 =s
f t x"-2xr=g

| "on 
x. € R). Poiché esis

I base di H è {(-1 ,2,1)1.

Sia ora S a gradini. Usando le stesse notazioni del Paragrafo 3 del Capitolo I,

diciamo p il numero delló@uazioni non identich,$i S. Se S ammette solo la

soluzione banale (è Se, invece, S

ammette infinite soluzioni , allora si prova che il numero LP-

.p.o-inc_id2*ce!-_,U_4mpt:ig!:_!i.. ,

5-u..r,*t t{'-*'_T':Pllf_:* base di ll:Lgstituita dalle n+jglYfi,9-n-t-{l lì.gjfZUle
attrlibuendo di volta in volta Ad-gga$_qg-lk xo*,-=rì<j!,velqJg-1 g 4ltg

*;;i;;:0,

Esempi:.,-*-é

L'insieme delle soluzioni di S è H = {(-x., 2xr, xj),

te una sola variabile libera, la x., allora dimH = 1. Una

L'insieme delle soluzioni di S è H =

{(3"0, -x4, x3, xa), con (xr, xo) e R'}.Poiché le variabili libere sono due, allora

dimH = 2.Una base di H è {(0, 0, 1, 0), (3, -I,0, 1)}.

ty' ':t
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{(; ^r,)'cona'u=m} oiDeterminare una base del sottospazio W =

i, esse costituiscono una base di W.

la a-bt la a\ lO
può scrivere lo z^) = lo z",) 

* 
lo

) " (: t 
che, ovviamente, aPPartengono

i elemento di W è dunque combinazionr

du
1o 

)' (: fl Essendo inortre re
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CAPITOLO ru

DETERMINANTI, RANGO DI UNA MATRICE E MATRICI INVERTIBILI

1. DETERMINANTE DI UNA MATRICE QUADRATA

Sia A una matrice quadrata di ordine n. Vogliamo associare ad A un numero

reale che chiameremo determinante di A e indicheremo con det A.

Se n =1, ovvero A = ( a ), con a € R, si pone :

(1.1) detA=det(a)=a.

Il determinante delle matrici quadrate di ordine n - 2 si definisce, come tra

breve vedremo, a partire dal determinante delle matrici quadrate di ordine n-1.

Noto allora il determinante delle matrici di ordine 1, sarà possibile definire il

determinante delle matrici di ordine 2; una volta definito il determinante delle

matrici di ordine 2, si potrà definire il determinante delle matrici di ordine 3, e così

via.

.Sia A una matrice 
.guu9,r1tu 

di ordine n Ì ?: P_ * -qfli gl"T_"-lto_ au di A, si djce

_rnglflee_-c*qruBJe.meq[alg di. urt e si indica con A(ij), la matrice quadrata 0i ordtfrg

n-1 che si ottiene da A cancellando la riga i-ma e la colo.nna j-_mu: Sij1:q
,,,*_4-ab<-

:t*!!:!""".!to-olgebrico de'll'elemento a,,, e si indica con Aù, il determinante_ della

latdcq,$(t_j) -qr.9so 
col proprio segno o col segno opposto g_.:-:"oldu che.!-+*1i

p_u4 q d!-r1l.lli, E' dunque A,, = (-1)'*r det A(ij)._Si prova che la somma dei prodotti

degli elementi di una riga o colonna di A per i rispettivi complementi algebrici non

varia al variare della riga o della colonna considerata; si ha cioè :
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arrAr, + a,A,,+ ... * ar.A.ro = àztAzr+ azz&zz+ "' + aznAzn

= &nrAnr + anzLn2+ "' + annAnn = ?ttAr, + a:'L A21 + "' + anlAnl

= atnAtn + azrrLzn+ "' + anéno '

Il numero reale definito dalla (1.2) è detto determinante di A.

Osserviamo esplicitamente che, se una riga (o una colonna) di A è costituita da

zeîi, allora il determinante di A è zero.

Dalla (1.2) segue subito che, se n = 2, owero A detA=

- àtzàzt.

arr àtz

azt 7zz
A si denota anche con lSent2edA=

3n1 àn2

atz "' ztn

àzz "' à2o

anl Lnz

det(5)=5; det det(0)=9.

lar,, arz \
= 

f u, urr)'

il determinante di

\a1n

à2n

ànn

àu

àzt

)=t
/-6 L\

det lo z)=-tz-4=-16'

consideratelematrict 
"=(: _t)" B

Ar,,Br,,Br,,B* eBr, '

(t
= 
l;

80\
L 41, determiniamo

23)
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Atz= - det (2) = -2; Azz= det( 6 ) = O.

Brr =

de| A= 2

-t3 2

=3-8=-5; B,.=

=-(4+0)=-4.

I4

)++(z

(2 - o1=
10
03 =3-0 =3; Bz:=-

7

-)

utilizzando una

=2(2)-C4)-3(-4)=20;

)=o*1(22)+1G2)=20.

18
02

(2 1 -3\

i; :')
L4. Calcoliamo il determinante della matrice A =

volta la prima riga e una volta la seconda.

11
35 *1(- illr ,lî 1

J

2

4
detA= 0(-

r-3
35

2-3
45 *1(-)*r

(2 7 _3 0\

1.5. Calcoliamo il determinante della

Poiché, per calcolare il determinante di A, possiamo scegliere arbitrariamente una

riga o una colonna di A (si dice in tal caso che si sviluppa íl determinante secondo

tale riga o colonna), è chiaro che conviene scegliere una riga o una colonna in cui

compare il maggior numero di zei; scegliamo dunque la seconda colonna. Si ha :

detA =

1. 1 2

-3

1

+4
II
32(l

01
= -I72.
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PRIETA' DEI DETERMINANTI

Vediamo ora alcune proprietà dei determinanti. D'ora in avanti A indicherà

matrice quadrata di ordine n. Si ha :

l) detA = detA' ;

) "" 
si scambiano due righe (o due colonne) di A, il determinante cambia

) "" 
due righe (o due colonne) di A coincidono, allora d,et A = 0;

) dena A' la matrice ottenuta da A moltiplicando una riga (o una colonna)

un numero reale h, si ha : det A' = h det A;

) r" si aggiunge ad una riga di A un'altra riga moltiplicata per un numero

il determinante non cambia; analogamente, se si aggiunge ad una colonna

A un'altra colonna moltiplicata per un numero reale, il determinante non

) "" una riga di A dipende dalle rimanenti, ovvero le righe di A sono
i,, allora det A = 0; analogamente, se una colonna di A dipende dalle

ti, owgro le colonne di A sono dipendenti, allora det A = 0.

se B è una matrice quadrata di ordine n, det (AB) = detA det B.

;
I

10-2
32 0

7 4-1

10
32
74

1

^-aa- - -./-2. .

1

7

=0
2

-2 l-z

o =-lo
-1' It

0

-2
-1.

a

0

-1

3

2

0

10
32
1.4

01
23
41

53



2.3.

10
10
I4

Sia A

01.-2
2I-T
210

= 4(-2)=-8.

a

a

-1
=Q.

2.4.
r 0 -2\

= l: 2 ol
l.t 4r)

Moltiplicando la seconda colonna di A per -2, si

ottiene la matrice A'=

(-2) (-22) = 44.

Sia ora $ =

00-2\

il .i :l
Per la proprietà (2.4), det A' = (-2) det A =

. Poiché (8, 4, -4) = 4(2, I, -7), si ha che det B =

Aggiungendo alla terza colonna di A la prima2.5. Sia A=

(0 1 -2\

l:::)

(I
moltiplicata per 2, si ottiene la matrice A' = | :

I'
),

2
-J

6

Per la proprietà (2.5 det A = detA' . Sviluppando

ha che det A' = 1 =-76. E'dunque detA

0 -2+2\ (I 0 0\
2 0+61=l: z 61.
3 -L+2,1 l1 3 ,)

det A' secondo la prima riga, si

= -76.
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Consideriamo il seguente determinante: Poiché la terua riga

somma delle prime due, dalla proprietà (2 tale determinante è

azero. )

Nell'Esempio 2.5 abbiamo visto come si può semplificare il calcolo del

inante di una matrice A : se infatti una riga (o colonna) di A ha almeno due

nti diversi dazero, utilizzando la proprietà (2.5) è possibile, senza alterare il
inante, sostituirla con un'altra avente un maggior numeîo di zeri.
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3. RANGO DI UNA MATRICE

Sia A una matrice ( su R ) di tipo [m, n]. Ricordiamo che le righe di A sono

elementi dello spazio vettoriale numerico Rn e le colonne di A sono elementi dello

spazio vettoriale numerico R'. Si definisce rango di riga di A la dimensione del

sottospazio di R'' generato dalle righe di A e rango di colonna di A la dimensione

del sottosp azio di R'n generato dalle colonne di A.

Se A è la matrice nulla, è evidente che il rango di riga di A e

colonna di A sono entrambi zero.

Sia ora A una matrice non nulla. Per quanto visto nel Paragrafo 8 del

Capitolo II, per determinare il rango di riga di A basta determinare una matrice a

gradini B equivalente per righe ad A; il numero dei pivot di B è infatti la

dimensione del sottospazio di R" generato dalle righe di A. Il rango di colonna di A

coincide owiamente col rango di riga della matrice trasposta di A. Nel corso del

presente paragrafo vedremo che anche per una matrice non nulla il rango di riga

coincide col rango di colonna.

Fissate h righe ed h colonne di A ( 0 . h = m, n), cancelliamo nella matrice

A le m-h righe distinte dalle righe fissate e le n-h colonne distinte dalle colonne

fissate; otteniamo così una matrice quadrata di ordine h il cui determinante è detto

minore di ordine h di A individuato dalle righe e dalle colonne fissate. Se gli indici

delle righe fissate sono i,, ir,..., in e gli indici delle colonne fissate sono j,, jr, ..., jn,

il minore sarà indicato con lAl(i,, ir....,rnl jr,Jz,..., jn).

Osserviamo esplicitamente che i minori di ordine 1 di A sono tutti e soli gli

elementi di A.

rango di
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:SE\{PI

(t 2 s 0 -1\

-_.nore di ordine 3 di A individuato dalla prima, seconda e quarta riga e dalla

;e;onda, quarta e quinta colonna, cioè lAl(1,2,4;2,4,5)' Cancelliamo allora nella

:etrice Ala terza riga,la prima colonna e la tetza colonna. otteniamo così la

(2 0 -1\

--,rrice | 4 -2 3 l. E' allora

It | 4)

(2 0 -1\

lnl(,,2,4;2,4,5) = det I 4 -2 : | = -ro'

It r 4)

Irterminiamo ora il minore di ordine 2 di Aindividuato dalla prima e quarta riga e

;1la prima e seconda colonna, cioè lAl(1,4; 1,2). Cancellando in A la seconda e la

.0 2\
:=rza riga e le colonne feÍza, quarta e quinta, otteniamo la matrice [,0 -t,J' 

*'

/1 2\
.oque che lAl(r,4; r,2)= o.t [o _r,J = -t.

Un minore si dice dr ordine massimo se il suo ordine coincide col minimo

::a m ed n.

:nediante la riga a' e la colonna ar -
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ESEMPI

3.2. Consideriamo la matrice A dell'Esempio 3.1. Il

possiede i due soli orlati lAl(I,2,4,3;2,4,5,7) =

ltl(t,2,+,3;z

Il minore lAl(

0 -1

-23
25
14

E'ad esempio l\l(1,4,2

l1il(7,2, 4;2,4,5)

r,2,4) =

12 s 0
Ilt a -)

,4,5,3\ = |11 6 2
Il-s27

I,4; 7,2) possiede inv

-1

J

5

4

ece

Ir
l,
l;

L2 0

7 4-2
0 -5 1

e lAl(i,4,3 ;7,2,5) =

6 orlati.

2-1
15
-5 4

Un minore lAl(i,, ir, ..., iú ir, J2, ..., jJ si dice fondamentale nei seguenti

casi:

(3.1) lAl(i,, ir,...,in) j,, jr,..., jn) - 0 ed lAl(i,, ir,...,ir; jr, jr,..., jn) di ordine

massimo (cioèh =m o h= n);

(3.2) lAl(i,, ir, ..., iú j,, ir,..., jn) - 0, h < m, n e tutti gli orlati di

lAl(i,, ir, ..., iú jr, jr,..., jn) sono uguali a zero.

Se A è la matrice nulla, è evidente che essa non possiede minori

fondamentali. Supponiamo ora A non nulla e diamo un metodo per determinare un

suo minore fondamentale. Considerato un elemento a di A diverso da zero, esso è

un minore non nullo di ordine 1. Se tutti i suoi eventuali orlati sono uguali a zero,

allora a è un minore fondamentale di A. Se, invece, esiste un orlato di a diverso da

zero, diciamolo b, il minore a non è fondamentale. Consideriamo allora b. Esso è

un minore di ordine 2 non nullo. Se tutti gli eventuali orlati di b sono uguali a zero,

b è un minore fondamentale di A. In caso contrario, detto c un orlato di b diverso
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si procede analogamente a come fatto prima. Essendo le righe e le colonne

in numero finito, il procedimento su descritto avrà termine con la

inazione di un minore fondamentale di A.

Osserviamo esplicitamente che una matrice non nulla non ammette in

un unico minore fondamentale.

I

Determiniamo un minore fondamentale per ognuna delle seguenti matrici :

(1 10 3\

|.; ; i l u=

(0 132\

ideriamo la matrice A. Fissiamo in A un elemento diverso da zero, sia esso

r,z)- I, = Q. Orlando ora il minore lel(t;t)
1

a colonna. Poiché risulta lnlQ,Z,Z;'J.,3,2) =

ILO
11.5
0 0 -5

= 0, è necessario

= lAl(1;1) = 1 ed orliamolo mediante la seconda riga e la seconda colonna.

L1
iamo il minore lel[,Z;

iante la seconda

10

tale. Orliamo allora

,2; r,3) = l, s l = s -

il minore I Al(t,2;1,3) è diverso da zero e tutti i suoi orlati sono uguali a

riga e la terza colonna otteniamo

0. Il minore lAl(t;t) non è dunque un minore

lll(t,Z;t,Z) mediante la terza riga e la

allora lnlQ,2;1,3) è un minore fondamentale di A.
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Lasciamo al lettore il compito di determinare almeno un altro minore fondamentale

di A.

Consideriamo ora la matrice B. Fissiamo in B un elemento diverso da zero, sia esso

b,, = lBl(1;2) = t. Poiché, come è facile verificare, gli orlati di lBl(1;2) mediante la

seconda riga e tutte le possibili colonne sono ugualiazero, andiamo a considerare

I'orlato di lBl(1;2) mediante laferza riga e la prima colonna, ovvero lel(t,3; 2,1) =

01
77 = -I * 0. Si ha così che lBl(1;2) non è un minore fondamentale. Orlando ora

= -2 * 0. Tale minore ammette lBl come unico orlato. Essendo lgl = 0,

lnl(t,:; 2,L) medrante la quarta riga e la terua colonna, otteniamo lnlg,l,+;2,7,3) =

013
112
101

allora lnl1t,:,+; 2,1,3) è un minore fondamentale di B.

Consideriamo infine la matrice C. E'facile verificare che tutti i minori di ordine 2

di C sono minori fondamentali.

Enunciamo ora il seguente teorema, noto com

Teorema 3.1. siq**L--utul,...rust+ie-e-.-non'.u,1.!!.1! di Jug* tu-_!L_é-g-

lAl(i b i ). ..., i n; j ,, jo , fondamentale, alloraJg"fuhei!-la4!!

ita 
iz, ..., io:9!to,yLqJ?_s,_9..4gJ-;att-q;pqzi.o_ Qi ry E?!gra!? (:.!t" rishe di A e te

*gokfnz"diiadicj. j,, ir, ..., io song una base del sottospazio "di W g"n"rotq 4:k
colonne di A.

Immediate conseguenze del Teorema degli orlati sono contenute nel

seguente



Corollario 3.2. Sia A una matrice non nulla di tipo [*, n]. Si ha:

ni) se h è l'ordine di un minore fondamentale di A, allora h è la dimensione del

sottospazio di K generato datle righe di A ed è anche la dimensione del

sottospazio di R generato dalle colonne di A;

fldl tutti i minori fondamentali di A hanno lo stesso ordine.

Un'altra importante conseguenza del Teorema 3.1 è la seguente :

hoposizione 3.3. Se A è una matrice quadrata di ordine n, allora lA I * 0 se, e

wlo se, Ie righe (le colonne) di A sono indipendenti.

I)imostrazione. Se lAl - 0, dalla Proprietà (2.6) segue che le righe (le colonne) di

A sono indipendenti. Viceversa, se le righe (le colonne) di A sono indipendenti,

esse costituiscono una base del sottospazio di Rn da esse generato' Tale sottospazio

ha dunque dimensione n (e quindi coincide con R"). Dal Corollario 3.2 segue che

m è I'ordine dei minori fondamentali di A. Poiché I'unico minore di ordine n di A è

,Al, allora lAl - 0.

La (i) del Corollaio3.2 permette di affermare che, per ogni matrice A, il

r-Àngo di riga coincide col rango di colonna. Tale intero è detto ranSo

qo caratteristica) di A e sarà indicato con r(A). Evidentementg il rango di una

Matrice non nulla coincide con l'ordine di un suo minore fondamentale ed anche

col numero dei pivot di una qualunque matrice a gradini ad essa equivalente.
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4. MATRICI INVERTIBILI

Consideriamo I'insieme Rn,n delle matrici quadrate di ordine n. La matrice

(r 0 ... 0\

tica (o unitaria) di ordine n. Si ha :

A In = A = In A, Per ogni A C Rn,n.

Sia A € Rn,n. Si dice che A è invertibile se esiste una matrice B € Rn,n, detta

inversadiA,talecheAB=In=BA'siprovacheognimatriceinvertibileA

ammette un'unica matrice inversa, che viene denotata con A-t. Evidentemente, In è

invertibile e coincide con la propria inversa e inoltre per ogni matrice invertibile A,

la matrice A 1 è anch'essa invertibile e la sua inverca coincide con A.

Vale la seguente

Proposizione 4.1. Sia Ae Rn,,. La matrice A è invertibile se, e solo se, lAl - 0. In

/A,, Ar, ... A^, \

ESEMPI

4.l.consideriamolematrici r=(1 11 " u= í': i lì.r","nulnl =r *0 e\o3) | I' \10 0)

lgl = -f + 0, allora A e B sono invertibili. Determiniamo ora I'inversa per ciascuna

dellematriciAeB.
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Si ha

r13
:lo

l.
Poiché

Bi. =.f,

1. Ne segue che A-1 =

Bzz=2, B:r = -1, Bzz= -3,

. REGOLADI CRAMER

Sia S un sistema lineare di n equazioni in n incognite:

sia A la matrice dei coefficienti delle incognite del sistema S.

Si prova che :

zione 5.1. se I el * o, il sistema s ammette un'unica soluzione

u lz ..., y), dove

A, la matrice ottenuta da A sostituendo la i-esima colonna con la colonna

termint nofi.

5.2. se I el = o e il sistema s è compatibile, allora esso ammette

: Arr =é, Arz = 0, A2, = -/, Ar.- =

(., ?\

")= 

I; il
\3/

Brr = 0, Brz = 0, Brr = -L, Br, = 0, Bzz = -!,

(0 0 -1\ (0 0 1\
a'ora 

"'= ' l? : :,l 
= ll :r 

")

ite soluzioni che si possono determinare col metodo di riduzione a gradini.
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Nell'ipotesi deila Proposizione 5.1, il sistema S è detto sistema di Cramer e

la regola indicata per determinarne I'unica soluzione è detta regola di Cramer.

Osserviamo esplicitamente che dalla Proposizione 5.1 segue

immediatamente il seguente

Comllario 5.3 . Se il sistema S ammette infinite soluzioni, allora Al = 0 .

ESEMPI

5-1. Per ciascuno

soluzione:

Consideriamo il sistema S,.

I-1
Si ha:lAl=l; ;l=r, lA,l =

soluzione del sistemà S, è allora (y,,

Consideriamo ora il sistema Sr.

(2, -2, -3).

seguenti sistemi di Cramer, determiniamone

, Sz=

-Xz*Xs=3
*xr=Q
-X:=1

2*,

xl

x2

fx.-x^=4g,= J' z

-r 
[2xr + Xz = 0

4-1
07 ={ e lA,l =

1.4
20 = -8. L'unica

Yr) = (413, -813)'

2 -1 1 13 -1 1

Siha:lAl=110=-2, lA1l =10 10=
o 1 -1 [t 1 -1

2 -1 3

e lArl= 1 L 0 =6' L'unicasoluzionedelsiste

0 L1

-4, lA2 I =

23
10
01

1

0 =4

-1

ma S, è allora (Yr, Yz, Y:) '
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Nell'ipotesi della Proposizione 5.1, il sistema S è detto sistema di Cramer e

la regola indicata per determinarne I'unica soluzione è detta regola di Cramer.

Osserviamo esplicitamente che dalla Proposizione 5.1 segue

immediatamente il seguente

Corollario 5.3 . Se il sistema S ammette infinite soluzioni, allora Al = O .

ESEMPI

5.1. Per ciascuno dei seguenti sistemi di Cramer, determiniamone I'unica

soluzione:

2x

xt

x2

(x.-x-=4
g,= J' L

lzx,+Xz=o 
) Sz=

t-xz+x3=3
+x2=0

.,_1-^.]-r

Consideriamo il sistema S,.

I I -11
Siha: lAl=l l=3.'| '| 12 1 I

-4 e lRrl =lA'l =
4 -1

07
1

2

4

0
= -8. L'unica

soluzione del sistema S, è allora (yr, yr) = (413, -813).

Consideriamo ora il sistema S..

Siha: lAl= -2, I Atl = - -4, lArl=

= ó. L'unica soluzione del sistema S, è allora (yr,yr,yr) =

3-r
01
11

1

0

-7

23
10
01

={
1

0

-7

e lA, l=

(2, -2, -3).

2-r3
7 r 0

0 77
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V

+

=

').

x

I

f(v + w ) = f(v) + f(w) e la (1.1) è così verificata.

Sia ora h un numero reale e sia v = (x, y) un elemento di R2. E' hv = h(x, y) =
(hx, hy) e quindi si ha: f(hv) = f(hx, hy) - (h", hx+hy, hy). Poiché hf(v) =

h(x, x*y, t; = (hx, h(x+y), hy) = (hx, hx+hy, hy), allora f(hv) = h f(v) e la (1.2) è

anch'essa verificata..L'applicazione f è dunque lineare.

7.2. Proviamo che I'applicazione f : (x, y) C R2 --* (x, 0) € R' è lineare.

Siano v = (", y) e w = (x', y') duevettori di R2. E' v + w = (x+x', y+y') e quindi si

ha: f(v + w ) = f(x+x', y+y') = (x +x',0). Poichéf(v) + f(w) = (",0) + (x',0) =
(x + x', 0), allora la (1.1) è verificata.
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Sia ora h un numero reale e sia v = (x, y) un elemento di R2. E' hv = h(x, y) =

(hx, hy) e quindi si ha: f( hv ) = (hx, 0). Poiché h f(v) = h(x, 0) = (hx, 0), anche la

(1.2) è verificata. L'applicazione f è dunque lineare.

1.3. Proviamo che I'applicazionef : (x, y ,z)e p:-+ (2x -L,x-32) € R'non è

lineare.

Siano v = (x, y, z) e w = (x', y', z') due vettori di R3 ' E' v + w = (x+x', y+y', z+z')

e quindi si ha: f( v + w ) = (2(x+x') - 1, x+x' - 3(z+z')) = (2x+2x'-I, x+x'-32-32')'

Risulta f(v) + f(w) = (2x-1, x-32) + (2x'-1, x'-32') - (2x+2x'-2, x-32+x'-32'). Si ha

quindi f( v + w ) - f(v) + f(w), per cui la (1.1) non è verificata . L'applicazione f

non è dunque lineare.

r.+.!g Vlrlg ryqrtq-.yg11ofa!9.. 
Indichiamo-.999 ld' l'applicazione identica 9:J.-

olv_eroJ'pp_l-i:.1tig_n:"9iYr+'í_"-!':assg:g3qesglw-Í9-{9--{i.v-:9:less.o:

idu:v€V--v€V.
Si verifica immmediatamente 

"h. :dx "*]!ggq.

1.5. -$j-AgsJa.q,,Yl -d.Y.9-.9Pazi 
vettoriali. Si dice applicaziol-9 fyllg,9i V in. Y-l-

Jgpgl_iggriong-t thq39:9c1,q ad 98ui ve-t1ore di V ilv'ettore nullo-di'Vi:

{:l€v*9'rS.Yl
Si verifica immmediatamente che f è lineare'

Sia A C R-,n.

R* con la matrice

r.6. i n, il vettore numerico (xr, xr,..., xn) €
I
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F^ : X C Ro - AX € R'. Usando le proprietà del prodotto righe per colonne tra

matrici ( cfr. Cap.I,Pzr.2), è facile provare che Fo è lineare.

I.7. Si prova facilmente che le seguenti applicazioni sono lineari:

- i2x v+z\
i: (x, y, z) e Rr-- I ' lC Rr.r;

\x-z y )

-e 
: ax' + bx + c € Rr[x] --- Zax+ b C Ri[*] ;

h : (x, y,z) ep:-= (2x +y-52, x-32,x-y) € R3,

mentre le seguenti altre non lo sono:

p : (x, y) c R' - (x',x - y, 0) e R' ;

la b\ la a+bt
q : [" oJ€ 

R., - l, . J. 
R,,'.

Un'aPll-i-q"aZ!_qn_e_,li_qea1e_ è detlp_qnc-hq .Qp;fgrmqliong ljryeare oppure

omomorfismo.

-%*:*-

Proposizione 1.1. Sia f : V -- V' un'applicazione lineare. Si ha:

(ù Vh,ke R eVv,w€V, f(hv+l,rw)=hf(v)+kf(w);
(ii) f(0,)-0v,.
Dimostrazione. Si ha: f(hv + kw) = ( per la (1.1)) f(hv) + f(kw) = ( per ta (t.Z))

h f(v) + k f(w). E' così provata la (i).

Poiché 0v= 0 0.,, , dalla (1.2) segue che f (0u) = f (0 0u) = 0 f(Qv) = 0v, . Si ha così

la (ii).

La (i) della Proposizione 1.1 si estende ad una qualunque combinazione

lineare di vettori di V. Si ha cioè :
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(1.3) V hr, h2,..., h,e R e V v,, Yr,..., v, € V,

f(h,vt + hrvr + ...+ h,v, ) = h'f(vr) + hrf(vr) + ...+ h,f(v,).

Proposizione 1.2 . Sia f : V - V' un'applicazione lineare. Si ha:

(i) Se S = I vr, ..., v, ] gV è un sistema linearmente dipendente, allora il sistema

f(S) = { f(v,), ..., f(r) } gV' è linearmente dipendente (f conserva Ia dipendenza

Iineare) ;

(ii) se v e L(S), atlora f(v) eLff(S)).

Dimostrazione. (i) Per ipotesi esistono t scalari h,, hr,..., h, non tutti nulli tali che

h,v, + hrv., + ...+ h,v, = 0v .Applicando la f ad entrambi i membri si ottiene :

f(h,v, + h,v, + ...+ h,v, ) = f(Ov) = (per la (ii) della Proposizione 1.1) 0,.. Ne segue,

per la (1.3), che h,f(v,)+ hrf(vr) + ...+ h,f(v,) = 0v,. Poiché gli scalari h1, h2,..., h,

non sono tutti nulli, i vettori f(n,), ..., f(v,) sono dipendenti.

(ii) Segue immediatamente dalla (1.3).

D'ora in avanti indicheremo con 0 sia il vettore nullo di V che quello di V';

il lettore capirà dal contesto a quale dei due vettori nulli ci si riferisce.

Proposizione 1.3. Sia f : V - V' un'applicazione lineare. Per ogni sottospazio W

di V, f(W) è un sottospazio di V'. Inoltre, se è W = L(vt, v2, ..., v), risulta f(W) =
L (f(v,), f(vr), ..., f(v)).

Dimostrazione. Essendo W * A, è f(W) + A. Cominciamo a provare che f(W) è

stabile rispetto alle operazioni di V'. Siano v', w'c f(w). Esistono allora

v, w c w tali che v' = f(v) e w' = f(w). Poiché f è lineare, v' + w' = f(v) + f(w) =
f( v + w ); inoltre, essendo W un sottospazio di V, v + w C W. Il vettore v' + \il' è

dunque immagine mediante f di un vettore di w; da ciò v' + w' e f(w). Sia ora

h C R e v' € f(W). Diciamo v un vettore di W tale che f(v) = v'. Essendo f
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lineare, hv' = hf(v) = f(hv); essendo W un sottospazio di V, hv C W. Ne segue che

hv' € f(W). Il sottoinsieme f(W) di V' è dunque stabile rispetto alle operazioni di

V'. Per la Proposizione 3.1 del Capitolo II, f(W) è un sottospazio di V'.

Sia ora W generato da v,, y2, ..., v,.I vettori f(v,), ..., f(v,) sono in f(W) e quindi

anche tutte le loro combinazioni lineari sono in f(W) (cfr. Osservazione 3.1 del

Cap. II). E'dunque L(f(v,), ..., f(v,)) E f(W). Per ogni vettore v' e f(W), esiste un

vettore v € W taleche v'=f(v).Poiché vCW= L(y,, y2,..., v,), dalla(ii)della

Proposizione 7.2 segue che v' € L(f(v,), ..., f(o,)). Si ha così che f(W) C

L(f(v,), ..., f(v,)). Dalla doppia inclusione segue f(\M) = L(f(vr), ..., f(v,)). L'asserto

è così completamente provato.

2. NUCLEO E IMMAGINE

Sia f : V - V' un'applicazione lineare. Poniamo:

Kerf={v€V:f(v)=61 e Imf=f(V)= {f(v):v€V}.
Evidentemente è Kerf CV e Imf CV'.

Proviamo che :

Proposizione 2.1.-Ker f è un sottospazio di V e Im f è un sottospazio di V'.

Dimostrazione. Per la Proposizione 1.3, Im f è un sottospazio di V'.

Per provare che Ker f è un sottospazio di V, cominciamo con I'osservare che, per la

Proposizione 1.1, 0 € Ker f e quindi Ker f * CI. Siano v, w € Ker f. Proviamo che

v+vt/€Kerf.Poichéfèlineare,f(v+w)=f(v)+f(w).Essendod'altrapartef(v)=

f(w) = 0, alloraf(v + w) - 0e dunque v +wCKerf. Siano orah € R e v e Kerf.

Poiché f è lineare e f(v) = 0, siha che f(hv) = hf(v) = h0 = 0. E'dunque hv € Ker f.

Per la Proposizione 3.1 del Capitolo II, Ker f è un sottospazio di V.
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I sottospazi Ker f e Im f "sono.detti rispetti.vamente nucleo e tmmaglltL

dell'applicazione f.

Proposizione 2.2. Se V è finitamente generabile e B = { e, er,..., 0n} è una base di

V, allora Im f = L(f(e), f(e), ..., f(e)).

Dimostrazione. Poiché per ipotesi è V = L(e,, er,..., €n), l'asserto segue subito

dalla Proposizione 1.3.

ESEMPI

2.1. Determiniamo nucleo e immagine dell'applicazione lineare dell'Esempio 1.1.

Kerf = {(*,y) C R2 : (x, x*}, y) = (0, 0, 0)} = {(x, y) C R' : x = 0, x*y = 0, y = 0}

= {(x, y) C Rt : x = 0, y = 0} = {(0, 0)} = {0}.

Per la Proposizione2.2, Im f = L(f(l, 0), f(0, 1)) = L((1, 1, 0), (0, 1, 1)).

2.2. Determiniamo nucleo e immagine dell'applicazione lineare dell'Esempio 7.2.

Kerf = {(*, y)e R2 : (*, 0) = (0,0)} = {(x, y)€ Rt : x = 0 } = {(0, y), cony € R}

= L((0, 1)).

Per la Proposizione 2.2, Im f = L(f(l, 0), f(0, 1)) = L((1, 0), (0, 0)) = L((1, 0)).

2.3. Determiniamo nucleo e immagine dell'applicazione lineare dell'Esempio L4.

Ker idu = {v eV : y = 0} = {0}.
Evidentemente, Im idv - V.

2.4. Determiniamo nucleo e immagine dell'applicazione lineare dell'Esempio 1.5.

E' facile rendersi conto che Ker f = V ed Im f = {0}.

2.5. Determiniamo nucleo e immagine dell'applicazione lineare dell'Esempio 1.6.
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Ker Fo = { X € Rn : AX = 0 } (qui 0 indica la matrice nulla di tipo [m, 1] ). Ker Fo

è dunque il sottospazio di R" costituito dalle soluzioni del sistema omogeneo in n

incognite AX = 0.

. Per la Proposizione 2.2, Im Fo =

ncide con la prima colonna della

na di A , e così via fino ad Fo(X")

FA è il sottospazio di R'generato

JrogesiZione 2.3. Si ha :

_g) Jèxrjeljjv? ? lf f ,= vll,"i"

trù_^Ís,jrrie.lllva e Ker f = {0}.

Dimostrazione. La (i) non è altro che la definizione di suriettività. Proviamo allora

la (ii). Siadunque f iniettiva. Se v *0 è unvettore di V, alloraf(v) *f(0)=() e

quindi v É Ker f. Ne segue che Ker f = {0}.

Viceversa, supponiamo Ker f = {0}. Se v e Ìv sono due vettori distinti di V,

proviamo che f(v) - f(w). Supponiamo, per assurdo, f(v) = f(w). Si ha

f(v) - f(w) = O 
,Ou 

cui, perla linearità dif, f(v -w) = 0. Il vettore v - w appartiene

dunque a Ker f. Essendo Ker f = {0}, è v - w = 0, cioè v = vv, un assurdo essendo

v r \il. L'asserto è così completamente provato.

Proposizione 2.4. Sia f : l/ + V' un'applicazione lineare iniettiva. Se

S = { r,, v,} e V è un sistema indipendente, allora il sistema

f(S) = { f(v), ..., f(v) } e V' è indipendente (f conserva l'indipendenza lineare).
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Dimostrazione. Sia h,f(v,) + hrt(v, ) + .. .+ h,f(v,) = 0. Proviamo che tutti gii scalari

sono uguali a zero. Poiché f è lineare, h,f(v,) + hrf(v, ) + ...+ h,f(v,) = f(h,vr +

hrvr+...+ h,v.) - 0 = f(0). Ne segue, essendo finiettiva, che h,v,+ hrv, + ...+

h,v, = 0. Poiché v1, ...: vr sono indipendenti, allora hr =.... = hr = 0.

Concludiamo il presente paragrafo provando il seguente

.. /im-Ker f + lim I* [. . "
Dimostrazione. Se Ker f = {0}, per la Proposizione 2.3 f è iniettiva. Dalle

Proposizioni 2.2 e 2.4 segue allora che ogni base di V^ si trasforma mediante f in

un sistema indipendente di generatori di Im f, cioè in una base di Im f. Ne segue

che dim Im f = n, cioè l'asserto.

Sia ora Ker f - {0}. Detta Bk., = { v,, ..., v, } una base di Ker f , completiamo

Bo", inunabase B={v,,...,v,,v111,...,vn} diV'.PerlaProposizione2.2,lmî

= L(f(vr), ..., f(v,), f(v,*1), ..., f(v") ) = L ( f(o,*,), ..., f(o") ), essendo f(v,) = ...

= f(v,) = 0. Proviamo ora che i vettori f(v,*,), ..., f(v"), che generano Im f, sono

indipendenti. Sia h,*, f(v,*,) + ... + h" f(v") = [. Dalla linearità di f segue che

f(h,*v,*,+... + hnyn)=0. Ivettore h,*,y,*r +... +h'vn appartienequindiaKerf;

esso è allora combinazione lineare dei vettori di 8k.,. Si ha pertanto h,*rv,*, + ... +

hnvn = krv, +...t k,vt per opportuni scalari k1, ..., k,, da cui h,*,v,*r + ... + h,ìvn

-krYr -...- k,v, = 0. Essendo Yl, ...,Yt,Yt*r, ..., v, indipendenti, tutti gli scalari

sono nulli; inparticolare è h,*, = ... = hn = 0, per cui il sistema {f(v,*r), ..., f(v")} è

indipendente e dunque è una base di Im f . Ne segue che dim Im f = r-t =

n - dim Ker f, cioè l'asserto.
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3. ISOMORFISMI

9 l' "P 
p 

I i:gl 919 !-i-n-e, 
qre. f : v, * v le .9 :lla, "1l 

g_t ::_t'_tl@
(ovvero in-i-e-tliva e suriettiva). E' facile provare che, se f : V - V' è un
\--*;- :;+4 ,

isomorfismo, anche I'applicazione inversg f -r ; !' = V è un isomqtfisq[q.-

ESEMPI

-#

3.1. Sia V uno spazio vettoriale. L'applicazione identica id" di V è lineare, iniettiva

e suriettiva. Essa è dunque un isomorfismo.

3.2. Consideriamo t'applic azionet' (: l) . *r, - (a,b, c, d) e R4 . E' facile

verificare che f è lineare. Determiniamo ora il nucleo e I'immagine di f. Si ha :

la bt /0 0t
Kerf = { l" oJ€R,,,:(a,b, c, d)- (0,0,0,0) } = { lo o,,|} 

= {0}. Perla

Proposizione 2.3, f è iniettiva. Osserviamo ora che, es_send9 _diT-_Blr_ _=__!_S

dim Ker f = 0, dal Teorema 2.5 segue che 4 = 0 + dim Im f. Si ha allora che

dim Im f = 4 =dim Ra e dunque, per la Proposizione 6.7 delCap. II, Im f = Ra, per

cui la f è suriettiva. L'applicazione f è allora un isomorfismo.

3.3. Consideriamo l'omomorfismo f : (x,yr,{..ffi----( eff*RE*

-!._$"?
_!g f1oposr7ilo49-p_J.I3 f = L(f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)) _= Lt\Z,0,0),._(1,.1*"Q),-

_(--,_1, l)):_*1:l_é_i o9 vettori che generano Im f sono indipendentl-sl.baÉe,

.0iqln l__-"-3*: j.iT_R3 ; da ciò segue che Im f = R3 9 lu,1qO1.f,,9-9"9.r.rsÉiva".,Dat*

]:.::X*2:_5__.9q:3lora che dim Ker f = 0, per cui Ker f _ {0}; rl_f.g-ggfqdl-

anche iniettiva, per cui essa è un isomorfismo.

'{1
I

t
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3.4. Isomorfismo coordinato associato ad un riferimento.

Sia V" uno spazio vettoriale ed R = (",, er,..., en) un suo riferimento.

Consideriamo I'applicazione c* di Vn in R" che ad ogni vettore v C V" associa la

n-pla ordinata delle sue componenti in R :

cp r v = h,er+ hre, + ... + h,,en C Vn -* (hr, hr, ..., h") C R".

Si prova immmediatamente che I'applicazione c^ è lineare.

Determiniamo il nucleo e I'immagine di c.. Si ha :

Kerc^ = { v CV,, : c*(v) - (0, 0, ..., 0)} = {0i;
Im co = L(c^(et), c.(er),..., c*(e")) = L((1,0,...,0),(0, 1,...,0),...,(0,0,..., 1)) = R'.

Da ciò segue che I'applicazione c* è sia iniettiva che suriettiva e quindi che essa è

un isomorfismo tra Vn ed R". Tale isomorfismo è detto isomorfismo coordinato

associato al riferimento R (o anche coordinazione di Vn associata ad R).

Dall'Esempio 3.4 segue che :

Osservazione 3.1. Ogni spazio vettoriale (su R) di dimensione n è isomorfo a W.

Proposizione 3.1 . Sia f : V, -V.' un isomorfismo. Si ha :

(i) f conserva la dipendenza e I'indipendenza lineare;

(ii) per ogni sistema S* di generatori di un sottospazio W di V,, f(Sr) è un sistema

di generatori del sottospazio f(W) di V,,'

(iii) per ogni base Bw di un sottospazio W di V,, f(B*) è una base del sottospazio

f(w) di v^';

(iv) per ogni sottospazio W di V, , dim W = dim f(W);
(v) perognibaseB diV,, f(B) èunabasediV^'e dimV,= dimV,'.

Dimostrazione. La (i) segue immediatamente dalle Proposizioni 1..2 e 2.4, essendo

f una applicazione lineare iniettiva. La (ii) è vera per la Proposizione 1.3.
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Perprovare la (iii), consideriamo una base B* = {v,, ...,vr} di W. Perla (ii), f(Bw)

= {f(v,), f(v, ), ..., f(v,)} genera f(W); inoltre, per la (i), i vettori f(v,), f(v, ), ...,

t(v,) sono indipendenti. Si ha allora che f(B*) è una base di f(W).

Le (iv) e (v) seguono immediatamente dalla (iii).

Poiché, per ogni isomorfismo f, anche f-1 è un isomorfismo, dalla

Proposizione 3.1 segue che lo studio di uno spazio vettoriale (dipendenza e

indipendenza lineare, sottospazi e loro dimensione, basi) può essere fatto

utilizzando uno spazio vettoriale ad esso isomorfo. In particolare, poiché ogni

spazio vettoriale di dimensione n è isomorfo a R" (cfr. Osservazione 3.1), allora R"

costituisce un modello (comodo da úilizzare) di ogni spazio vettoriale V" .

ESEMPI

3.5. Nello spazio vettoriale Rr[x] sia H = L(x3+2x, x-I, 2x3+3x+1, x2+3x-2).

Determiniamo una base e la dimensione del sottospazio H.

Consideriamo il riferimento R = (x', x2,x,1.) di Rr[x] e la coordinazione ad esso

associata:

c*: axt +bx2 + cx + d C Rr[x] - (a,b, c, d)G R4.

L'immagine di H mediante I'isomorfismo cR è il sottospazio H' = L((1, 0,2,0),
(0, 0,1, -1), (2,0,3, 7), (0,I ,3, -2)) di Ra. Ricordando che I'applicazione inversa di

c* è anch'essa un isomorfismo, per determinare una base di H basterà determinare

una base di H'( cfr. Proposizione 3.1 ). Scriviamo allora i vettori che generano H'

(1 02 0\

; determiniamo poi una matrice a gradini
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3ad lente: A e8. II,I
0

le ulledella c iH ei
po -t7r, o, z, + = e

cR- = x-1 c o ndi

3.6. Nello spazio vettoriale Rr., consideriamo il sistema di vettori S =

,(| l,(i l),(i 1)t o.,"rminiamo ra dimensione der sottospazio L( s).

Considerato il riferimento naturale R di Rr., , sia co I'isomorfismo coordinato ad

esso associato:

azto

-1)

eè

/a b\t^' [," oJe 
R,..

L'isomorfismo cR trasforma il sottosp

L( (2, 1, 0, 1), (0, 1, 7, 3), (4, 7, -7,

(cfr. Proposizione 3.1). Poiché, com

diml( S) = 2.

+( a,b, c, d) C R4.

L(S) di Rr,, nel sottospazio W =

) di R1 e quindi diml(S) = dimW

facile verificare, dimW = 2, allora

4. MATRICI E APPLICAZIONI LINEARI

Siano V,, e V,n' due spazi vettoriali. Proviamo che:

Proposizione 4.1. Un'applicazione lineare f : Vn - V,,' è determinata quando sono

noti i corrispondenti dei vettori di una base.

Dimostrazione. sia B = {e,, Ez, ..., en} una base di v". vogliamo provare che la

conoscenza dei vettori f(e,), f(e, )

76



corrispondente in f di ogni vettore di V,,. Sia dunque v = hr€r + hre, + ... + hneo

€V". Poichéf èlineare,dalla(1.3)segueche f(v) =h,f(er)+hrf(er)+...+h"f(e")

e dunque t(v) è determinato.

Sia f :Vn - V,' un'applicazione lineare e siano R = (e,, €2, ..., €n) ed

I= 9r-9z:, ,,,, ".ì) 
Oìé iiferimenti risfettivamente di V,, e V,,,'. Sia inoltre f(e,) =

?rr €r' \ 2r: "i_* _..:-* &rr €-' , f(er) = arz €r' + ar. er'+ ...+ an,, e-' , ..., f(g") l-

3,n €l' + ar,,er'+ ...+ 3,n €*' . Per la Proposizione 4.1, il corrispondente f(v) di un

vettore v di V,, è noto non appena si conoscono i corrispondenti in f dei vettori er,

Ez, ..., €n. Ne segue che per conoscere f(v) basta conoscere gli scalari a,,

li: t,...,m; j = 1,...,n).Costruiamo con tali scalari unamatriceAponendo nella

prima colonna le componenti in R' di f(e,), nella seconda quelle di f(er), e così via

fino alla colonna n-esima in cui poniamo le componenti in R' di f(e.). E'dunque

(ur, à.r2 ... àtn \

,,rs:!yÍ!!_i ! Ío _!_;r,:T:":T';i;: :ffi ::" ; :" i"',':;;;,,":!;;
9:jro,-ru "onoi".,nza 

della matrice associata-tà"ì i" u-na goppia .{1ar$gnti
permette t9:!:gilare completamen.le.la i ]" qgjSolq{.fu per la Proposizione 2.2,

è possibile determinare Imf a partire dalla matrice A.

Se V,n' = Vn , l'applicazione lineare f di V' in sé è det
@**,---.. 

-.-,..

In tal caso, se è anche R' = R, parleremo semplicemente di matrice associata ad f
nel riferimento R.
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ESEMPI

4.1. Consideriamo I'omomorfismo f : (x, y) C R'---- (2x - 3y, -x + y,0) € R3.

Considerato il riferimento R = ((1, 7),(2, -1)) di R2 e il riferimento R'= ((0, 1, 1),

(1, 0, 1), (0, 0, 1)) di R3, determiniamo la matrice A associata ad f nei riferimenti R

ed R'. Si ha :

f(1, 1) = (-1,0,0) = 0(0, 1, 1) -1(1,0, 1) + 1(0,0, 1),

î(2, -7) - (7, -3,0) = -3(0, 1, 1) + 7(I,0,1) - 4(0, 0, 1).

(0 -3\
Ne segue che A = I -1 71.al.l

11 -4)

4.2. Consideriamo I'applicazione lineare dell'esempio 4.I. Fissato il riferimento

naturale sia in R2 che in R3, determiniamo la matrice B associata ad f in tali

riferimenti. Si ha :

f(1, 0) - (2, -7,0) = 2(7,0, 0) - 1(0, 1, 0) + 0(0, 0, 1),

f(0, 1) = (-3, 1 ,0) = -3(1, 0,0) + 1(0, 1,0) + 0(0, 0, 1),

Ne segue che

(2 -3\
s= l-t 11.

lo o)

Sia f : R3 * R2 I'applicazione lineare rappresentata nei

((1,0,0), (1, 1,0), (1, 1, 1)) ed R'= ((0, 2),(-7,1)) dalla matrice A =

Determiniamo f(1, 0, -1) .

Dalla definizione di matrice associata ad f in R ed R' segue che:

f(1, 0,0) = 1(0, 2) + 3(-1,1) = (-3,5),

f(1, 1, 0) = 2(0,2) + I(-1,1) = (-1, 5),

f(1, 1, 1) = 0(0, 2) + I(-7,1) = (-1, 1).

Poiché inoltre è (1,0, -1) = 1(1,0,0) +1(1, 1,0) - I(1,\ 1), allora si ha:

riferi menti R =
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f(1,0, -1) = 1f(1,0,0) +1f(1,1,0) - Lf(1,1,1) = 1(-3,5) + 1(-1,5) -1(-1,1) =

c3, e).

Determiniamo ora f(2, -L, -2). Poiché risulta (2, -1, -2) = 3(7,0, 0) +1(1, 1 , 0) -

2(1.,1.,1), allora si ha:

f(2, -r, -2) = 3f(1,0, 0) +1f(1, 1, 0) - zf(r,I,7) = 3(-3, 5) + 1-(-1' 5) -2(-r, r) =

(-8, 18).

Determiniamo infine f(*, y, z), per ogni (x, y, z) e R'. Poiché (x, y, z) =

(x-y) (1, 0, 0) + (y-t) (I,1, 0) + z (1, \ 1), si ha:

f(*,y,z) = (x-y)(-3,5) +(y-z) (-1,5) +z(-7,1) = (-3x +2y,5x-4z).

4.4. Sia f : R 2 * R2 I'endomorfismo di R2 rappresentato nel riferimento

/1 2\
R = ((0, 1), (1, 1)) dalla matrice o = l, fJ 

. o"r.tnliniamo Imf.

Dalla definizione di matrice associata ad f in R segue che

f(0, 1) = 1(0, 1) + 3(1, 1) = (3,4);

f(1, 1) =2(0,1) + 1(1, 1) = (1,3).

Per la Proposizione 2.2 è allora Imf = L((3, 4), (1, 3)) = R'z.

D'ora in avanti, quando sarà utile, il vettore numerico

(X,, X2,..., Xn) C Rn con la matrice colonna

nell'Esempio 1.6.

Rn,, così come è stato fatto

remo
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Osservazione 4.1. Sia A e R,,n. Consideriamo l'applicazione lineare

Fo : X C Rn - AX € R*. E'facile verificare che la matrice associata ad Fo nei

riferimenti naturali di R" ed R* è proprio A.

Enunciamo ora un' importante proposizione di cui omettiamo la

dimostrazione.

Proposizione 4.2. Sia f : V, - V,,' un'applicazione lineare e siano R un

riferimento di V, ed R' un riferimento di V^'. Detta X la matrice colonna delle

componenti in R di un vettore v e Vn ed X' la matrice colonna delle componenti di

f(v) in R', si ha:

(ù se A € R,, è Ia matrice associata ad f nei riferimenti R ed R' , allora

X'=AX, Vv €V,;

(iù seAe R,, èunamatricetaleche, Vv€V,, X'=AX, alloraAèla

matrice associata ad f nei riferimenti R ed R'.

Osservazione 4.2. Sia f : Vn - V.' un'applicazione lineare. Fissato un riferimento

R in V" e un riferimento R' in Vn,', diciamo A la matrice associata ad f nei

riferimenti R ed R'. Dalla Proposizione precedente segue che :

v€Kerf <> AX=0,

avendo indicato con X la matrice colonna delle componenti di v in R.

ESEMPI

4.5. Sia f : R3 ---à R2 lapplicazione lineare rappresentata nei riferimenti

R = ( (1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1) ) ed R' = ( (0, 5), (-1, 1) ) dalla matrice

/1 24\
A= f LDeterminiamoKerf .

\231)
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Per I'Osservazione 4.2, cominciamo col risolvere il sistema omogeneo S =

lx+2y+42=0
I_
[2x+3y+z=0

lx+2v+42=0
ad esso equivalente è il sistema ) ' il cui insieme delle soluzioni

t Y-72=o
è {(102, -72, z),2 C R} = L (( 70, -7, 1)) . Poiché le soluzioni del sistema S sono

tutte e sole le componenti in R dei vettori del nucleo di f, allora Ker f =

{102(7,0, 1)-72(I,1,0) + z(0,7,1),zC R} ={(32,-6z,Ilz), z€ R} =

L ((3, -6, 11)).

Osserviamo che avremmo potuto ottenete la base {(3, -6,11) di Ker f a

partire dalla base {(70, -7,1)} dello spazio delle soluzioni del sistema S utilizzando

l'isomorfismo coordinato di R3 associato al riferimento R. Si ha infatti (3, -6, 11) =

10(1,0, 7)-7(7,1,0) + (0, 1, 1).

4.6. Sia f : R2 -- R' l'applicazione lineare rappresentata nel riferimento naturale

/3 - 12\
R =((1, 0), (0, 1)) dalla matri." O = (; 

';) Determiniamo Ker f .

Risolviamo il sistema omogeneo t = fl. !',t 
= 0^ 

uurnte A come matrice dei
l6x-zaY =Q

coefficienti. Tale sistema è ovviamente equivalente all'unica eqtazione

3x-I2y =Q il cui insieme delle soluzioni è {(4y, y), y €R} = L((a,1)). Le

soluzioni del sistema S sono tutte e sole le componenti dei vettori del nucleo di f.

Poiché una base dello spazio delle soluzioni di S è {(4, 1)}, allora una base di

Kerf è 4 (1,0) + 1(0, 1) = (4, 1). Ne segue che Kerf = L((a,1)).

Sia ora f un endomorfismo dello spazio vettoriale V" di dimensione n > 1.

Detti R = (€r, €2, ..., €n) ed R'= (€'r, e'r, ..., e'n) due riferimenti di Vn, vogliamo
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determinare la relazione che sussiste tra le matrici A ed A' associate ad f
rispettivamente in R e in R'. A tale scopo, premettiamo la seguente

Proposizione 4.3. _LsunstLic.e B dj-B,qs$.q.Bgip dp.R.' qd,_B è_inyqltibi_le

Dimostrazione. Ricordiamo (cfr. Capitolo II, Paragrafo 7) che le colonne di B

sono i vettori numerici delle componenti in R dei vettori e'p e'2,..., €'n. Poiché

e'1,e-'2,..., €'n sono indipendenti, per I'isomorfismo coordinato associato ad R le

colonne di B sono indipendenti. Ne segue, per la Proposizione 3.3 del Capitolo III,

che I B | * 0. Per la Proposizione 4.1 del Capitolo III, B è invertibile.

Si prova inoltre che :

Proposizione 4.4. Se B è Ia metrice di passaggio da R' ad R, allora B-t è la

_::,ri?: di 
4ys9aggig 

da R ad R'.

Siano A e A' due matrici quadrate di ordine n. Si dice che A è simile ad A'
se esiste una matrice invertibile P di ordine n tale che P-1A P = A'. Osserviamo

che:

- ogni matrice quadrata A è simile a se stessa ( detto n l'ordine di A, basta

scegliere come matrice P la matrice identica I" );

- seA è simile adA', alloraA'è simile adA( infatti, se plAp = A,, allora

A=PA'P').
Si può inoltre provare che

- se A è simile ad A' ed A' è simile ad A" , allora A è simile ad A,'.

Per quanto detto, la relazione di similitudine tra matrici quadrate dello

stesso ordine è una relazione di equivalenza.
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Siamo ora in grado di provare che :

Proposizione 4.5. Sia f un endomorfismo di V, e siano R ed R' due riferimenti,di

y*t,:!lr_y:::"::;,;i;; ;l I i" 4" .a a;;; *,;;ice associata ad f 4, R:.

allora A ed A' sono simili. Precisamente, A' = B-t A.B-, dpve B è Ia matrice di

-!:!"xgffida R' g{!'r.
Dimostrazione. Sia v C Vo. Indichiamo con X la matrice colonna delle componenti

di v in R e con X' la matrice colonna delle componenti di v in R'; analogamente,

indichiamo con Y ed Y' le matrici colonna delle componenti di f(v) rispettivamente

in R ed R'. Essendo B la matrice di passaggio da R' ad R, per la (7 .2) del Capitolo

II siha:

(4.r) X=BX', Y=BY'

Per la (i) della Proposizione 4.2 è Y = AX da cui, per la (4.1), BY' = A( BX') =

ABX'. Moltiplicando a sinistra per B-t entrambi i membri di quest'ultima

relazione, si ha : B-1 ( BY') = B I (ABX') cioè (B 1B)Y' = (B IAB)X' da cui,

essendo B-1B = In , si ha Y'= (B-1AB) X'. Per la (ii) della Proposizione 4.2 è

allora A' = B-1AB.
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(ur, 3r2... arn\

matrice quadrata reale di ordine n. Il

._polinomio p(1)_.nsit:iq49!9lmlî31?.. t..-g-!tg.r.ruto qalgolqndo formalme4Jq*!!

(ar, - t àp 31n \

determinante della ma1{9e 4"; tI^

polinomio caratteristico di A-

CAPITOLO V

DIAGONALIZZAZIONE DI ENDOMORFISMI E MATRICI

1. DETIN.IZIONI E PRIME PROPRIFTA'

Proposizione 1.1. Matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteristico.
-*a .-,-

Dimostrazione. Siano A ed A' due matrici simili. Risulta allora A' = P-IAP, con P

matrice invertibile di ordine n. Si ha : I A' - t I" | = I P-1AP - t In | =

lP'AP-tp-lpl = lplAp - p'(tl")pl = lp'(a-tlJpl = lp'l lA-rI"l lpl =

le-u"l , essendo lf '; ;e;=t.

L'equazione det(A -r
tI") = g è detta equazione caratteristica di A. Si

-.'-à-.***.--'-.. - . - "+*'.'.+

verifica facilmente che essa è un'equazione algebrica di grado n avente come

termine noto lA | .
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9il_y. uqo spazio 
":rj-9{{g jl !-1_a1sio19 "__ì_1_ 

.ji" f : v, ,l v. u"

endomorfigmo.. Se A è la matrice associata ad f in un riferimento R, i! p_o!n=o4qq

g4fjtteristic-o,di A è detto anche polinomio caratteristico di f. La definizione è ben

posta in quanto non dipende dal riferimento R considerato ( infatti, se A' è la

matrice associata ad f in un riferimento R', essa è simile ad A per la Proposizione

4.5 del Cap. IV e dunque ha lo stesso polinomio caratteristico di A per la

Proposizione 1.1). L'equazione det(A-tI,,) = 0 è detta equazione caratteristica

di f..,

_l-l-.nt*oftT9 ! Q dglto, dl agonalizzabile se esiste un riferimento R di V 
"

tale che la matrice associata ad f in R è una matrice diagonale, cioè una matrice

ggggi?-,3 jn cui tutti gli elemenii non appartenenti alla Oi"ugo.tut" principale .sono

Jrguali a zeto-.-

Una matrice quadrata A è detta diagonalizzabile se è simile ad una matrice- ,

9!agonale-.

Proviamo che :

Proposizione 1.2. Se f _è uy_gn(o-morfisyo.!iyqtfyl::::!ip d.i_!,, glloya .9Sni

p!:iSS osqqciqtq q4 f- 9_ /,i.qgouqlizzabile. ,

Dimostrazione. Sia A la matrice associata ad f in un riferimento R. Poiché f è

diagonalizzabile, esiste un riferimento R' tale che la matrice associata ad f in R' è

una matrice diagonale D. Dalla Proposizione 4.5 del Capitolo IV segue che D =

B-t A B, dove B è la matrice di passaggio da R' ad R. La matrice A è dunque

diagonalizzabile.

Si prova che il risultato espresso dalla Proposizione 7.2 si può invertire.

Vale pertanto la seguente
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Proposizione 1.3.- SS Í è_yy1t ydomorfismo di V, ed A è la ma!.yice associata.a4 f
in un fissato riftrimento, allora f è diagonalizzabile se, e solo se, to e,A

La Proposizione 1.3 mostra che il problema della diagonalizzazione di un

endomorfismo è strettamente collegato a quello della diagonalizzazione di una

matrice.

2. DIAGONALIZZAZIONE DI UN ENDOMORFISMO

Lq. qu_esto paragrafo Vn denoterà uno spazio vettoriale di dimensione n > 1

ed f un suo endomorfismo.

Unvettore vcVnèdetto autovettoredi f diautovalore heRse v-0

.9 f(v) = h.y._,_

Proviamo che :

Proposizione 2.1. $iq y*!\_autovettore di f. Esiste un solo h € R tale che h è

-a!!gya|gfe_ dj. v-,.

Dimostrazione. Se f(v) = h v = kv, allora h v -kv = 0, da cui (h-k) v = 0.

Essendo v - O,ne segue h = k.

Proposizione2.2. L'endomorfismo f è diagonalizzabile se, e solo se, esiste una

base di V, formata da autovettori di f.

Dimostrazione. Sia f diagonalizzabile. Esiste quindi un riferimento R = (Er, ez,

..., en) di V" tale che la matrice associata ad f in R è una matrice diagonale

(d' o "' o\

atrice associata, le colonne di D sono,
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nell'ordine, le componenti in R dei vettori f(e,), f(er), ..., f(e"). Si ha allora :

f(er) = d,e, + 0 e, + ... + 0 en = d1€1,

f(er) = 0 er + drer+ ... + 0 en = drer,

f(e,) = 0 e, + 0 e, + ... + d,,en = dn€n.

I vettori e,1, e,22 ..., €n sono dunque autovettori di f di autovalore, rispettivamente, d,,

dr, ... , dn.Viceversa, sia ft = (€r, €r, ..., €n) un riferimento di V,, formato da

autovettori di f. Si ha allora, per ogni i = 1, ..., D, f(e,) = h,e, , essendo h,

(h' o "' o\

l'autovalore di e, . La matrice associata a

matrice diagonale; f è dunque diagonalizzabrle.

Vediamo ora come determinare gli autovalori e

;:ndomorfismo. A tale proposito sussiste la seguente
_._#<."!'.... 

-

gli autovettori di un

Proposizione 2.3. Sia R un riferimento di V, e sia A = (ol la matrice associata ad

f i!*&r, Gli autovalori di f sono tutte e sole Ie soluzioni reali dell'equazione

- cAtatferis"ti.e-a di f. {_e componenti in R degli autovettori di f-_ aventi un fissato
autovalore h so,4o le soluzioni non banali del sisttema omogèneo (A - h I) X = 0.

Dimostrazione. Sia h un autovalore di f. Un vettore v è autovettore di f di

(.,\

autovaloreh,se,esolose, v-0 e f(

matrice delle componenti di v in R. Essendo AZla matrice delle componenti di f(v)

in R (cfr. Proposizione 4.2 del Capitolo IV) ed hZ la matrice delle componenti di

hv in R, allora v è autovettore di autovalore h, se, e solo se A z = h z. poiché
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AZ= hZ +

a2z2 + .,. + alt1 zt)

h)zr+...+a2nzn

+ ... + (au,, - h) zn

AZ-hZ=0 <> AZ-hI,,Z=0 <> (A-hl")Z- 0 <>

=Q
-0

, allora v è autovettore di autovalore

=Q

h se, e solo se, le sue componenti in R sono una soluzione non banale del sistema

... * &tnXn = 0

"' I à2" Xn = o 
Ne segue che il

xl + an2 xz I ... * (ann - h)x" = g

sistema omogeneo S non ammette solo la soluzione banale; esso ammette quindi

infinite soluzioni e dunque, per il Corollario 5.3 del Capitolo III, det(A - h I") = g.

Si ha dunque che h è una radice reale dell'equazione det(A - t I,,) = 0, equazione

caratteristica di f.

Viceversa, se h è una radice reale dell'equazione det(A - t I.) = 0, cioè se

det(A - h I") = 0, allora il sistema omogeneo S ammette, per la Proposizione 5.2 del

capitolo III, una soluzione non banale z. Poiché (A - h r^) z = 0 equivale a .LZ =
hZ, allora Zèla matrice delle componenti in R di un autovettore avente h come

autovalore. L'asserto è così completamente provato.

omogeneo S =

. Sja_ h un .autovalorg !i,.f--_L'insieme

.!o_1mgto, {agli. autovettori di f di autovalore

*q u t o s U! ? 
i o 

"-9: {"_relqti-" o a.il' ay !9 113 ! gtq "!, .

Proposizione 2.4. Si ha :

(Ù Per ogni autovalore h di f, l'autospazio

dimV(h) .l;

V(h)={v€V": r(v) : h,I Ì ,

nu!-o,., È dettgh e d4l_v.st-!"o19,

88
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(iù per ogni autovalore h di f, V(h) è isomorfo allo spazio delle soluzioni del

sistema omogeneo (A - h I,) X = 0, essendo A Ia matrice associata ad f in un

riferimento R;

(iii) autospazi distinti si intersecano nel solo vettore nullo.

Dimostrazione. (i) Per sua stessa definizione V(h) non è vuoto. Siano ora v e w in

V(h). Ilvettorev +w CV(h) in quanto f(v + w) = f(v) + f(w) = hv + hw =

h (v +w). Analogamente siprovache, perognik€ Reperogniv€V(h), kv€
V(h). L'autospazio V(h) è dunque un sottospazio. Poiché in V(h) esistono vettori

non nulli (gli autovettori di autovalore h), V(h) - { 0 }, per cui dim V(h) > 1.

(ii) Sia W lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo (A - h I,,) X = 0.

Tenendo conto della Proposizione 2.3, è immediato verificare che I'applicazione

che ad ogni vettore v € V(h) associa la n-pla delle sue componenti in R è un

isomorfismo tra V(h) e W.

(iii)SianoV(h)eV(k) due autospazidif, conh-k. Se v cV(h) O V(k), vè

necessariamente il vettore nullo, altrimenti sarebbe un autovettore relativo a due

autovalori distinti, contro la Proposizione 2.1.

osserviamo esplicitamente chq,,se 0 è u1 g=r1tgv-alore 9j l.aup.rr ll ryg

aug;pszlq_T5{o,fpqJg {*i-:.9:!.-"_L'-y*J?]i.etr3 f(v),.; Qv;$.corncide co! -l_<,:I:*.

Proviamo ora che :

Proposizione 2.5. Se v e w sono autovettori relativi ad autovalori distinti, allora

vew sonoindipendenti.

Dimostrazione. Diciamo h e k gli autovalori di y e vÍ, rispettivamente. Se v e w

fossero dipendenti, essi. in quanto vettori non nulli, sarebbero proporzionali.

Esisterebbe dunque un numero reale a + 0 tale che v = a vy. Il vettore v + 0

apparterrebbe dunque a V(h) n V(k), contro la (iii) della Proposizione 2.4.
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_,ti

La proposizione precedente si estende ad un numelo qualunque di

autovettori aventi autovalori a due a due distinti. Vale cioè la seguente

Proposizione 2.6. Se vr, v2, ...; vt sono autovettori relativi ad autovalori a due a

due distinti, allora vt, v2, ..., vt sono indipendenti.

Dalla Proposizione 2.6 segue subito il

Corollario 2,7 . Se I'equazione caratteristica

seguente :

di f ha n radici reali e distinte, allora

come radice dell'equazione

è indicata con m"(h). Lg_

f è dasqnqlizzLbil,e-

Dimostrazione. Poiché I'equazione caratteristica ha n radici reali e distinte, è

possibile determinare n autovettori relativi ad autovalori a due a due distinti. Essi,

per la Proposizione 2.6, sono indipendenti e formano quindi una base di V". Per la

Proposizio ne 2.2, f è diagonalizzabrle.

Osserviamo esplicitamente che la condizione espressa dal Corollaio 2.7 è

solo sufficiente ma non necessaria per la diagonalizzabilità, cioè f può essere

dragonalizzabile anche se i suoi autovalori non sono tutti distinti.

Ricordiamo ora che, data un'equazione algebrica P(x) = O di grado n a

coefficienti reali, essa nel campo complesso C ha n radici. Se a è una sua radice,

p(a) = 0 e il polinomio p(x) risulta divisibile per (x - ct ). Si dice che cr ha

molteplicitò mse p(*) èdivisibileper (*-o)' manonper(x-cr)'*1 .La

-lgmpa delle molt-epllci!è 9"!19 feQiqi dipG) _ 9j-11,_-n"j-.9-,r-_"_"h9 ESttt!q3j-"]l:
g-"-tl-.p_tj"tt^-d:Jl":e"di."|gli- 4ip(*).:-0 è al più n. ed è esattamente n l-.1..93:g

"i_q, 
qui !g radici di p(x) - 0 sono -tutfe reali.

Dato un autovalore h di f, la sua molteplicità

caratteristica è detta molteplicità algebrica di h ed
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9 
irr' e p I i qt: .__d:llle g:9_p u1ig Y

indicata con mr(h).

(h)"è detta molteplicità geoy:tlicg di -1'g{*9--

Si prova che :

Proposizione2.s. Py ggti aul:r:t?Í h:":t"!:. :rl!l_: ry:!!):

Proposizione 2.9.-Se h è un autovalore di molteplicità algebrica 7, allor_a qrygh_qlq

trySndfgp"ligità ge_qmetrica è 1. \

Dimostrazione. Per la Proposizione 2.8, mr(h) s m.(h) = 1. D'altra parte, per la (i)

della Proposizione 2.4, si ha mr(h) = dim V(h) = 1. Ne segue che mr(h) = 1.

Teorema 2.I0:_L*'" 
-e1lomorfismo f è diagonalizzabile y, .:_ I.nlo...se,.. il_*stg

y:k:yi: c_:aratleristic.q ha tutte le radici nel campo reale e per.:::::":!"*:y:k"
y.glt eplici!.à ql g e_br i9-a Q u guqle a- quella g eometr ic a.

Proposizione 2.11. Sia f diagonalizzabile e siano V(h), V(hr),..., V(h) gli

autospazi relativi agli autovalori distinti di f. Detta B, una base di V(h), per i = 1,

..., t, allora una base diV,formata da autovettori è data da B, U B, U... U 8,.

ESEMPI

2.1. Studiamo la diagfinalizzabilità del seguente endomorfismo di R2 :

f : (x, y) C R' --+ (x + 2y, -x- 2y) € R'z.

Scriviamo la matrice A associata ad f nel riferimento naturale di R2 : A= ( 
| 2\

\-1 -2)

Il polinomio caratteristico di f (e di A) è allora
l-t 2

-1 -2-t
(1 - t )(-2-t) + 2 = t2 + t. Le radici dell'equazione caratteristica sono dunque
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L'autospazio V(0) = Ker f è lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo

AX = 0, cioè det sisrema [" 
* 

': 
= o.

l-* - 2y = 0' Si ha dunque : V(0) = {(-2y'y)' y € R}

-1, e 0. Per il Corollario 2.'7, f è diagonalizzablle. L'autospazio V(-1) è lo spazio

delle soluzioni del sistema omogeneo (A + Ir) X = 0, cioè del sistema

(2x+2v =O)' . Sihadunque:V(1)={(x,-x),xCR}=L((1,-1)).
[-x - Y = o

= L((-2,1)). \
Una base di R2 formata da autovettori di f è allora i(1, -1), (-2, \) ).

2.2. Studiamo la diagonalizzabilità del seguente endomorfismo di R3 :

f : (x, y,z) eRt * (-y, x, z ) € R3.

Scriviamo la matrice A associata ad f nel riferimento naturale di R3 : A =

( 1 - t )(t'? + t). Le radici di tale polinomio non sono tutte reali. Per il Teorema

2.I0,f non è diagonalizzabrle.

2.3. Studiamo la diagonahzzabilità del seguente endomorfismo di R3 :

f : (x, y, z) e R3 - (3x, 32,3y ) € R3.

Scriviamo la matrice A associata ad f nel riferimento naturale di R3 : A =

(0 -1 0\

lf 0 Ol. ff polinomio caratteristico di f (e di A) è allora

[o o r)

(3 00\ )
I O 0 3l. Il polinomio caratteristico di f (e di A) è allora

[o3o)

-t -1 0

1 -t 0

0 0 1-t

3-t 0 0

0 -t 3

0 3 -t

(3 -t) ( É-9 ). Le radici dell'equazione caratteristica sono dunque -3 e 3, con

m"(-3) = 1 e m^(3) = 2. Per la Proposizione 2.9, -*(-3) = m.(-3) = 1. Per

determinare la molteplicità geometrica dell'autovalore 3, consideriamo I'autospazio
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V(3) che coincide con lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo

l-3v+32=0
(A - 3I3) X = 0, cioè del sistema I -' Tale sistema è equivalente

L:V - 3z = 0

all'equazione y - z=0. Ne segue che dim V(3) = 2 e dunque m*(3) = m^(3) =2'

Per il Teorema2.1.0, f è diagonalizzabile.

Per determinare un base di R3 costituita da autovettori di f, occorre determinare,

per la Proposizione 2.LL, una base di ciascun autospazio'

Perquantovisto,è V(3) = { (x, y,y), x,Y€ R} ' Unabase diV(3)è dunque

{ (1,0,0), (0, 1, 1) }.

L'autospazio V(-3) è 1o

(A + 3I.)X = 0, cioè del

{ (0, -y, y), y € R }. Una base di

costituita da autovettori di f è allora

Una base di R3

2.4. Studiamo la diagonalizzabilità del seguente endomorfismo di Ra :

f :(x, y,z,t)€Ra- (x+2y, Y-t,z-3t,t)e Ro.

Scriviamo la matrice A associata ad f nel riferimento naturale di R4 :

(I 2 0 0\

ristico di f (e di A) è allora ( f - t )o .

L'equazione caratteristica di f ha dunque la sola radice 1, con m"(1) = 4. Pet

determinare la molteplicità geometrica dell'autovalore 1, consideriamo I'autospazio

V(l)--ehe coincide con lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo

pa

stete

S

si

ZLO

ma

0, -1, 1)).

(0, -1, 1) ).

del sistema omogeneo

Si ha dunque : V(-3) =
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(A - Io) X = 0, cioè del sistema =dimY(7)=2 *

m,(1) = 4.

3. DIAGONALIZZAZTONE-DI UNA MATRICE

:."J_n_-q.u,e,s.Io,p-aJagrA-f-o-_4__denoterà una matrice quadrata di ordine n sul campo

reale. Così come nell'Esempio 1.6 del Capitolo IV, identificheremo il vettore

/ tt\

numerico (x, , r, , ..., Xn ) con la matrice

Ricordiamo che A è detta diagonalizzablle se è simil-e-.ad"una-:nafrics
"_u-*"*-*_.

diasonale. Poiché A è la matrice associata nel riferimento natuJale.*_€=_#

all'endomorfismo Fa : X C R''+ A X € R"Jcfr. Osservazione 4.7 del Cap.

IV), allora dalla Proposizione 1.3 segue che diagonalizzare A equivale a
tt 

-----------**-^-l

.19::e::lryJ3JfJ9_T{oj1-o":|':qq-n dr-8i.=-Iuttile-d-e-rDizi-g"i :-l: -p]oq_o:l1i9i
enunciate pg.r gli endomorfismi si trasformano in maniera naturale in analoghe

@zr-o-lj rcJatlve.-alle matrj-ct-g-uadLale,.Si ha in particolare :
. -.!_

Un vettore numerico Y e R" è detto autovettore di A di. autovalore h

se Y- 0.e AY=hY.
Sia h un autovalore di A. L'insieme Y(lt),=_"j} € ryl :AX=lL&+,

1|9"1grgtq_9"Celljqt_ey9f!_9.{i*4i 4"Ci_*_qlovSl-ofg . h e dal vettore nullo, è 9gtto,

a u t o s p a z i o d i .A re I a t iv_o aìl' 4uq-'o,-y q. lg f.g" h,.-

Per il Teorema2.l0,f

l2y=o
l-, = o .Sihadunque : mr(i)
I

l-3t = 0

non è diagonabzzabile.



La matrice A è diagonalizzabile se, e solo se, il suo polinomio caratteristico
w**'-'.-*-'J"*

ha tutte le radici nel campo reale e,p.er giascuna.diesse"lamolteplicità qlgeb-ri.c.a-è

_*:Tll3g'o*-"j.'qq

Inoltre, da quanto detto nei paragrafi precedenti segue che :

Se A è diagonalizzabile, una matr.ig?,t-ny%lllkile P che ,"q!tfZg-"!9.

diagonalizzazione di A è una matrice diaRonale D) si gltieng
--'-'o-' o -d*' "'.*'

X1liglta^o_912_!"_ colonne n qu!g'y.eJ.t;Ii,_..Y, ,.Yt,, ,-.,.,.Y_y. di A che.formar.tg yry?,.,b?t 
-"_

_ú W**Sti_eJp,rye1ti della diagonale principale della mqtrige.D-";irnile-qdA"sano4^

ESEMPI

3.1. Studiamo Ia diagonalizzabilità della matrice A =

(2 3 0\

i;;')
Il polinomio caratteristico di A è

2-t30
2 L-r 0

0 0 4-t
= (4 -r ) ( É - 3t - 4 ). Leradici

dell'equazione caratteristica sono dunque -1 e 4, con m"(-1) = 1 e m^(4) = 2. Si

ha allora: mr(-l) = m^(-1) = 1. Per determinare la molteplicità geometrica

dell'autovalorc 4, consideriamo l'autospazio Y(4) che coincide con lo spazio delle

soluzioni del sistema omogeneo (A - 4I3) X = 0, cioè del sistema {-:" 
- jt = 

I
l2x - 3y - 0

Tale sistema è equivalente all'equazione 2x - 3y = 0. Ne segue che dimV(4) = 2 e

dunque -r(4) = m"(4) = 2.La matrice A è dunque diagonalizzabile.
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Per determinare una matrice invertibile P che realizzi la diagonalizzazione di A,

occorre determinare una base di R3 costituita da autovettori di A e quindi una base

di ciascun autospazio di A.

Per quanto visto, è V(4) = { (3y I 2,y,2),!,2 € R} . Una base di V(4) è dunque

7(3,2,0), (0, o, 1) ).

L'autospazio V(-1) è lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo (A + I.)X =

a dunque : V(1) = { (x, -x, 0), x G R } e

una sua base è {(1, -1, 0)}. Una base

allora { (3,2,0), (0, 0, 1), (1, -1, 0) } e

P 'AP = D, con D matrice diagonale, è :

costituita da autovettori di A è

una matrice invertibile P tale che

1\ (4 00\
-rl.umarrice D è lo 4 ol.
o) lo o-,

di R'

quindi

(30

t;?
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CAPITOLO VI

GEOMETRIA ANALITICA NEL PIANO E NELLO SPAZIO

Mantenendo le notazioni del Capitolo II, nel corso del presente capitolo

indicheremo con ì/ lo spazio vettoriale dei vettori (geometrici) liberi dello spazio e

con V, lo spazio vettoriale dei vettori (geometrici) liberi di un piano n.

Se A e B sono due punti distinti, la retta passante per A e B sarà detta retta

AB.

1. DIPENDENZA LINEARE IN Y E1/',

Siano a =AB e b = CD due vettori liberi non nulli diy ( di "["). Si dice

cheaebsono paralleli, e siscriveall b, seisegmenti AB e CDsonoparalleli.

La definizione è ben posta perché non dipende dai rappresentanti scelti per a e b.

Considerato un punto O dello spazio (del piano n), diciamo OA ed OB i

rappresentanti rispettivamente di a e b in O. Si ha :

a e b sonodipendenti(à aebsonoproporzionali e OA e OB sono

proporzionali <>. OA e OB giacciono su una stessa retta <> OA e OB

sono paralleli <> a ll b.

Poiché si conviene che il vettore libero nullo dello spazio (del piano ru) è parallelo

ad ogni vettore libero dello spazio (del piano n), allora possiamo affermare che

(1.1) V a, b in l/ ( in'["), aebsonodipendenti € all b.

Siano ora a, b e c tre vettori dipendenti di y, O un punto dello spazio ed

OA, OB ed OC i rappresentanti rispettivamente di a, b e c in O. Poiché a, b e c
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sono dipendenti, uno trà essi, diciamo a, dipende dagli altri due. Esistono dunque h

e kin R tali che a =hb + kc. ciò equivale adire che oA= h oB + koc. Se i

punti O, B e C non sono allineati (esiste quindi uno ed un sol piano per essi)'

dall'uguaglianza OA = h OB + k OC segue che A appartiene al piano per O, B e C'

Se esiste invece una retta per o, B e C, da oA = h oB + k oc segue che anche A

appartiene a tale retta. Poiché per una retta dello spazio passano infiniti piani'

possiamo in ogni caso concludere che i segmenti oA, oB ed oc sono contenuti in

uno stesso piano. Si ha dunque :

a,b ec dipendenti + i rappresentanti di a,b e c in uno stesso punto sono

complanari.

poiché evidentemente vale anche I'implicazione inversa della precedente, possiamo

concludere che, per ogni a, b e c in'l/,

(I.Z) a, b e c sono dipendenti (à i rappresentanti di a, b e c in uno stesso punto

sono complanari.

Si verifica facilmente che due vettori indipendenti di "l/" generano "l/* e

dunque ne costituiscono una base; analogamente, tte vettori indipendenti di "l/

generano "l/ e ne costituiscono quindi una base. Gli spazi vettoriali Y, eY hanno

dunque dimensione due e tre, rispettivamente'
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2. PRODOTTO SCALARE STANDARD IN V' E1/',

D'ora in avanti supporremo fissata un' unità di misura u per i segmenti.

Parleremo talvolta semplicemente di lunghezza di un segmento, sottintendendo che

tale lunghezzaè ispefto all'unità di misura u.

Sia v un vettore libero dello spazio (o di un piano). Si dice modulo (o

lunghezza) di v rispetto ad u, e lo si indica con lvl, la lunghezza (rispetto ad u)

comune ai segmenti che costituiscono v.

Siano ora y e w due vettori liberi non nulli dello spazio (o di un piano).

Fissato un punto O dello spazio (del piano), siano OP ed OQ i rappresentanti

rispettivamente di v e w in O. Diciamo angolo di v e w, e lo indichiamo con Y \ry'

la misura in radianti dell' angolo convesso formato dalle semirette di origine O

contenenti P e Q rispettivamente. Si verifica che la definizione è indipendente dal

punto O scelto.

Presi due vettori liberi v e w , vogliamo associare ad essi un numero

reale, che diremo prodotto scalare standard di v e w (associato all'unità u fissata)

e indicheremo con v'w (oppure con s"(v,w)).

Se v=0,oppure w=0,poniamo v'vf =0.

Se v e w sono entrambi non nulli poniamo :

v.w = lol l*lcos v^w.(2.r)

E' facile verificare che il prodotto scalare standard così definito soddisfa le

seguenti proprietà : V u,v,w€ 1/0f,) e V h,ke R

simmetria: u.v=Y'u,
bilinearità: (hu+kv).w= h(u.w) + k(v.w),'

u'(hv+kw)= h(u'v) + k(u'w).
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Esso è inoltre definito positivo, cioè :

v.y > 0 e v.v=0 <> v=0.

Osserviamo esplicitamente che, per ogni v C V (V"), si ha :

(2.2) lnl= -n&.o.

Un vettore di lunghezza unitaria è detto versore. Chiamerem o versore di

una retta orientata il versore parallelo e concorde alla retta stessa.

Siano a = AB e b = CD due vettori liberi non nulli di l/ ( di'["). Si dice

che a e b sono ortogonali, e si scrive a J- b, se i segmenti AB e cD sono

ortogonali. La definizione è ben posta perché non dipende dai rappresentanti scelti

peraeb.

considerato un punto o dello spazio (del piano n), diciamo oA ed oB i
rappresentanti rispettivamente di a e b in O. Si ha :

aI b <> OAI OB <> e= a^b =nl2(à cos0=0(àa.b=0.
Poiché si conviene che il vettore libero nullo dello spazio (del piano n) è ortogonale

ad ogni vettore libero dello spazio (del piano n), allora possiamo affermare che

(2.3) Va,binV(inT^), aJ-b <> a.b=0.

3. RIFERIMENTI ORTONORMALI IN"T E'I/.

Si dice riferimento ortonormale diY (di y") ogni riferimento formato da

versori a due a due ortogonali.

Proposizione 3.1. sia R = (v, w) un rifurimento ortonórmale di 7,. se a, b € \fn,

dette (a,, a,) e (bu br) rispettivamente le componenti di a e b in R, si ha :

B . b = a,b, + a.bz= (a,, ar). (b,, br).

100



Dimostrazione. poichéa = \ v + az \il e

prodotto scalare segue che a' b = ( at

a, b, (v. Y) + a, b, (v' w) + arb, (w' v) +

Che V.y=W.W=1e V.lil=\il.V =0,

b = br v + b2 w, dalla bilinearità del

Y+azw)'(b,v+brw) -
a, b, (w . w) da cui, tenendo conto

si ha l'asserto.

Proposizione 3.2. Sia R = (v,'il, u) un riferimento ortonormale di T' Se a, b e

7/, dette (orar,a:)e (b,,br,br) rispettivamentelecomponentidia e b inR,si

ha: a'b = arb, + arbr+ a:ba = (ur,ur, a,)'(b,, br, br).

La dimostrazione della Proposizione 3.2 è analoga a quella della Proposizione 3.1.

Siaa€V (V"). Dette allî2e a.(ar eaz) lecomponentidiainun

riferimento ortonormale di "l/ (Y,), dalla (2.2) e dalla Proposizione 3-2 (3.1) segue

che :

(3.1)

4. RIFERIMENTO CARTESIANO ORTOGONALE MONOMETRICO NEL

PIANO

Sia n un piano. Si dice riferimento cartesiano ortogonale monometrico del

pianon unacoppia R = ( O,%u = (€*, er)), dove O èunpunto di n, detto

origine, ed 9t, = ( €* , ey) è un riferimento ortonormale di "l/^ . Siano U ed U' i

due punti tali che OU = €* ed OU' = e, . I punti U ed U' sono detti punti

unitari del riferimento. Le rette OU e OU' sono dette assj coordinati e)

precisamente, asse x ed asse y ; falt rette si considerano orientate concordemente

ai vettori e* ed ey , che sono i versori degli assi.
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dacui x=tlxl e

concordi o discordi con

Preso un punto P del piano, consideriamo il vettore libero OP. Dette x ed y

le componenti di OP tn7lu , i numeri reali x ed y sono detti coordinate cartesiane

di P nel riferimento R; x si dice asclssa diP edy ordinata . scriveremo p(x, y)

per intendere che le coordinate di P sono x ed y. Dire quindi che P ha coordinate x

edy significache OP = x ex + y ey.Perdeterminarexedy occorredunque

considerare i punti P' e P" ottenuti proiettando ortogonalmente il punto P sulle rette

x edy; siha :

L'applicazione

lrl=lOP'l ,lyl=lOP"l,
y = + I y l, r seconda che i vettori OP' ed OP" siano

e* ed e, rispettivamente .

P Cn---- (*,y)€ R2 èbiettiva,percomeèstata

costruita.

Si vede subito che risulta O(0, 0), U(1,0) e U,(0,1) .

Proposizione4.l .Consideratiipunti A(x,,f,) e B(xr,y), le componenti ingI,
delvettore AB sono xz-xt ed lz-yt.
Dimostrazione. Per come è stata definita I'addizione in "[,r, oA + AB = oB , da

cur

(4.r)

Per l'isomorfismo coordinato associato al riferimento gI,,le relazioni che valgono

tra i vettori valgono anche tra le loro componenti in gt" . Poiché le componenti di

OA sono (x,, y,) e quelle di OB sono (xr,yr), allora, dette ax ed a, le

componenti di AB , per la (4.1) si ha : (a* , a, ) = (*r, y) _ (x,, y,), da cui :

AB=OB-OA.
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D'ora in avanti scriveremo v(v*, vr) per intendere che le componenti del

vettore v in 91" sono vx e vy.

Siano v(v*, vr) e w (w., *, ) due vettori non nulli. Dalle (2.1) e (3.1) e

dalla Proposizione 3.1 segue che :

(4.2) cos Y^w = ffi = (V* w* + vy wy ) /

Inparticolare , essendo (1, 0) le componenti di ex e (0, 1) le

componenti di e, , si ha :

(4.3) cos v^e*= v* / cos v^€r= v, /

5. CAMBIAMENTI DI RIFERIMENTO

Siano R=(O,ELu =(e*,er)) ed R'=( O',gl'u =(€t*,etr))due
riferimenti cartesiani ortogonali monometrici di un piano. Vogliamo determinare

le formule di trasformazione delle coordinate di un punto nel passaggio da R ad

R'.
Diciamo B = (b,;) la matrice di passaggio da gtu ad 9r.,, (cfr. capitolo II,

Paragrafo 7) .

Sia P un punto del piano. Indichiamo con

con (x' , y') le coordinate di P in R' e con ( c,

Le componenti del vettore OP in 9ù" sono (x,

componenti di OP in 9t'u sono ( X' - c, , y' - c?).

ha allora :

(x, y) le coordinate di P in R ,

,cr) le coordinate di O in R'.

Y); per la Proposizione 4.1, le

Per le (7.1) del Capitolo II si

{;:

cl =

w2-

b,,x + b,ry
brrx + brry
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(5.1) f.. =f"*+b"Y+c'
fv'=blX+brry+c,

Le (5.1) sonoleformule dipassaggio dalriferimento R al riferimento R'

6. RAPPRESENTAZIONE DELLA RETTA

D'ora in avanti n indicherà un piano ed R = ( O,9t" = ( €*, er)) un fissato

riferimento cartesiano ortogonale monometrico di n.

Rappresentare in R un

determinare un sistema di equazioni

tale che :

un punto P appartiene ad X <>

equazioni di S .

insieme X di punti del piano ru significa

S in due incognite (ed eventuali parametri)

le coordinate di P in À verificano le

Sia r una retta di n.

Proposizione 6.1. La retta r è rappresentata in R da un sistema parametrico del

. fx = xo + ltttpo 
{, =,, +mt, con xo,lo,l,ffieR,(,*)-(0,0)e t parametro

reale.

Dimostrazione. Sia A(*", y") un punto della retta r e sia v(1, m) un vettore

libero non nullo parallelo ad r . Detto p(x, y) il generico punto del piano, si ha :

(6.1) Pe r è AP ll v (à(perta(1.1) Ap e v sonodipendenri.

Per la Proposizione 4.r le componenti di Ap in gt" sono (x - Xo, y - y.). per

I'isomorfismo coordinato associato ad gIu, la dipendenza dei vettori Ap e v
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Ir sistema parametrico f* 
= X, *

lY=Yu+
dunque la retta r nel riferimento R.

equivale alla dipend enza det vettori numerici (* - to, y - y") e (1, m). Dalla (6.1)

segue allora che

Pe r € (*-*o,y-y") e (1,m)sonodipendenti <> lte R:

(*-*o,y-y") =t (l,m)<> ltgR: x-Xo=1t e y-Yo =Irl 1 $

[x = x,, i lt
ilteR: l

[Y = Yu + mt

It
m t (con t parametro reale) rappresenta

E' evidente che ogni sistema parametrico a coefficienti reali del tipo

[x = x,, + lt
I con (1, m) - (0, 0) rappresenta una retta; precisamente, la retta

[Y = Yn + mt

passante per il punto di coordinate (x", y") e parallela al vettore di componenti

(1, -).

Proposizione 6.2. La retta r è rappresentata in R da un'equazione del tipo

ax+by+c=0, con a,b,c eR ed (a,b)-(0,0) (rappresentazione

ordinaria o cartesiana di r).

Dimostrazione. Sia A(x", y,) un punto della retta r e sia v(1, m) un vettore

libero non nullo parallelo ad r . Per quanto visto nel corso della dimostrazione

della Proposizione 6.1, detto P(*, y) il generico punto del piano, si ha:

P€r <> APll v e APeysonodipendenti <> (x-*o,y-y")e

(1, -) sono dipendenti <> (per la Proposizione 3.3 del Capitolo III)
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.lx-x, y-
det I

\l m

mx- ly - mxo + lyo= 0.

L'equazione mx- ly - flXo

riferimento R. Ponendo rr = a r

ax + by * c = 0 e si ha l'asserto.

Osserviamo che, essendo v + 0,

entrambi nulli.

Si può provare che :

m(x-xo)-l(y-y.) = 0 e

+ I y" - 0 rappresenta dunque la retta r nel

- 1=b, -mxo+lyo=c, l'equazionediventa

t')=o <>

si ha che I ed m, e quindi a e b, non sono

Proposizione6.3. Ogniequazionedeltipo ax+ by + c =0,cona,becrealie
(a, b) * (0, 0) rappresenta una retta del piano parallela al vettore v(-b , a).

Inoltre, due equazioni di primo grado in x e y rappresentano la stessa retta se, e

solo se, esse sono proporzionali.

Un vettore non nullo v(1, m) parallelo alla retta r è detto vettore direzione di

r. Le componenti (1, *) di v sono dette numeri (o parametri) direttori di r. In

particolare, essendo e* un vettore non nullo parallelo all'asse x, le componenti

(1, 0) di e* sono una coppia di numeri direttori dell'asse x; analogamente si prova

che (0,1) è una coppia di numeri direttori dell'asse y.

Proposizione 6.4. I numeri direttori di r sono definiti a meno di un fattore di

proporzionalitò diverso da zero.

Dimostrazione. Se v(1, m) è un vettore non nullo parallelo ad r, (1, m) è una coppia

di numeri direttori di r. Sia (l', m') + (0, 0). Si ha:
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'ì

(l', m') è una coppia di numeri direttori di r <> v'(l', m') ll r <> v' ll v <>

v' e v sono dipendenti <> per I'isomorfismo coordinato associato ad 9tu, (1, m)

ed (l', m') sono dipendenti (à (1, m) ed (l', m') sono proporzionali.

Per quanto su detto, .. f*
Lv

della retta r, i coefficienti I ed m

ax + by * c = 0 è un'equazione

numeri direttori di r.

= x0 + lt
è una rappresentazione parametrica

= y,, t mt

del parametro t sono numeri direttori di r; se

che rappresenta r, allora (-b, a) è una coppia di

Siano A(x,, y,) e B(xr, yr) due punti distinti di ru. Il vettore AB è un

vettore direzione della retta r passante per A e B. Ne segue che le componenti

(*, -",, yz - y) di AB sono numeri direttori di r. Una rappresentazione

parametrica di r ( cfr. Proposizione 6.1) è allora

f"=*, +(xz-x,)t
lv = v, + (Y, - y,)t

Una rappresentazione ordinaria di r (cfr. Proposizione 6.2) si ottiene da

lx-x. v-v\
detf 

" 
--t : 

t-'l 
= o. L'equazione (yr-y,) (x-x,) - (*r-x,) (y-yr) = 0

\xz-xr Yz- Yt/

rappresenta dunque la retta r.

Osserviamoche,se yz-yr -0 a xz-x, - 0,L'equazioneprecedente

si può scrivere nella forma X - Xr - Y - Yr ( detta dei rapporti uguati).
xz_x r yz_yt
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ESEMPI

6.1. Rappresentiamo la retta r passante per il punto A(-2,7) e parallela al vettore

v (4,3) .

=-2+4t
. con t Darametro reale.

= 1+3t I

rta r si otiene da lx+z Y-11 = Q.

| 4 3l
x-4y +10 = 0.

Una rappresentazione parametrica di r è

Una rappresentazione ordinaria della

Un'equazione che rappresenta r è quindi

lx
1v

re

J

6.2. Rappresentiamo laretta r peripuntiA(1, -2) e B(0,2).

Una rappresentazione parametrica di, è {* 
= 

1-t,., con tparametro reale.
lV=-Z+4t'

Unarappresentazioneordinariadellarettarè fornitadall'equazione 4x+ y- 2=0,
lx-1 v+21

chesi ottieneda I ' l=0.
| -1 4 

I

Poiché appartengono all'asse x tutti e soli i punti che hanno ordinata zero,

allora I'asse x è rappresentato dall'equazione y = 0; analogamente, ci si rende

subito conto che l'equazione x = 0 rappresenta I'asse y.

Sia r la retta rappresentata dall' equazione ax + by + c = 0. Evidentemente,

r passa per l'origine se, e solo se, c = 0. Se b + 0,|'eq]uazione ax + by + c = 0

puòessereesplicitatarispettoallay,ottenendo y=-:x - e 
Posto -=-3 e-bbb

c ,,p = - 
b 
, I'equazione diventa Y = m x + p ( forma esplicita dell'equazione della

retta). Il coefficiente della x in tale equazione è detto cofficiente angolare dir.
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7. COSENI DIRETTORI DI UNA RETTA ORIENTATA

Sia r una retta di n e sia ax + by * c = 0 un'equazione che rappresenta r

nel riferimento R.

Supponiamo ora r orientata. Ricordiamo che (-b , a) sono le componenti di

un vettore v . 0 parallelo ad r . La misura x^r dell'angolo convesso formato

dall'asse x e dalla retta r coincide con e*^v o con e.^(-v) a seconda che v sia

concorde o discorde con r . Utilizzando le (a.3) si ha allora :

cos x r = +cos €,^y= +A I ^[* * ú ;

analogamente,

cos y^f= t cos €, V=

( nelle formule precedenti è da prendersi il

che v sia concorde o discorde con r ) .

I coseni su scritti vengono detti coseni direttori della retta r.

INTERSEZIONE DI DUE RET'TE E CONDIZIONI DI PARALLELISMO

Ricordiamo che due rette r ed r' di un piano fi sono parallele se

coincidono oppure non hanno punti in comune. Se r = r' , diremo che esse sono

impropriamente parallele, se invece r o r' - a , diremo che esse sono

propriamente parallele.

Se (1, m) è una coppia di numeri direttori di r ed (l', m') è una coppia di

numeri direttori di r', si ha:

x ul J* * ú
segno superiore o inferiore a seconda
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r ll t' <> v(1, m) ll u' (l', m') (> (per la (1.1) v e v' sono dipendenti <>

(per I'isomorfismo coordinato associato ad gt") (1, -) ed (l', m') sono dipendenti

<> (1, m) ed (l', m') sono proporzionali.

Poiché ogni rappresentazione di una retta fornisce in particolare una coppia

di numeri direttori della retta stessa, allora, comunque siano rappresentate le rette r

;; r', è possibile ricavare una condizione analitica di parallelismo tra esse.

Facciamo qualche esempio:

- se la retta r è rappresentata dall'equazione ax + by * c = 0 e la retta Í, è

rappresentata dall'equazione a'x + b'y + c' = 0, allora, ricordando che (-b, a) è una

{--oppia di numeri direttori di r e (-b', a') è una coppia di numeri direttori di r,, si ha:

. ll r' <> (-b, u) e (-b', a') sono proporzionali {à (a, b) e (a,,b,) sono

proporzionali;

in particolare, essendo (1, 0) una coppia di numeri direttori dell,asse x e (0, 1) una

coppia di numeri direttori dell'asse y, si ha :

r ll asse x <> (-b, u) e (1 , 0) sono proporzionali <> a = 0

r ll asse y <> (-b, u) e (0 , 1) sono proporzionali <> b = 0;

- se la retta r è rappresentata parametricamente dal sistema ela

retta r' è rappresentata dall'equazione a'x + b'y + c' = 0, allora

. ll ,' <> (1, m) e (-b,, a,) sono proporzionali;

- se le rette r ed r' non sono parallele all'asse y e sono rappresentate in forma
esplicitadu y-mx+p e y=m,x+p,,allora

r ll r' <> m=m'.

T,

(r

/x = xn + lt
ll = lu + mt
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Siano r ed r' rappresentate rispettivamente dalle equazioni ax + by + c = 0

e a'x+b'y+c'=0.
Se (a, b) ed (a', b') sono proporzionali, le rette sono parallele. Si possono

allora presentare due casi: (a, b, c) ed (a', b', c') sono proporzionari oppure

(a, b, c) ed (a', b', c') non sono proporzionali. Dalla proposizione 6.3 segue che

nel primo caso r ed r' coincidono (impropriamente parallele), mentre nel secondo

caso r ed r' sono distinte (propriamente parallele).

Supponiamo ora (a, b) ed (a', b') non proporzionali. In tal caso le rette r ed

r' non sono parallele; esse hanno dunque un sol punto in comune, le cui coordinate

sono ovviamente l'unica soluzione del sistema lineare [^ + by + c = 0

[a'x+b'y+c'=Q'

Consideriamo un punto A(x,, y,).Una coppia di numeri direttori della retta

per A parallela all'asse x è (1, 0); ne segue che tale retta è rappresentata

dall'equazione y - y1 = 0, owero da y = y, . Analogamente, la retta per A
parallela all'asse y è rappresentata dall' equazione x - xr

9. ORTOGONALITA' TRA RETTE

Considerate due rette r ed r' di n , sia (1, -) una coppia di numeri direttori

di r ed (l', m') una coppia di numeri direttori di r'. Si ha:

r l- r' €) v (1, m) J- v'(l', m') <> (per la (2.3)) v . v' = 0 <> (per la

Proposizione3.l) (1,*). (l',m') =0 € ll'+mm,= 0.

Ne segue che, comunque siano rappresentate le rette r ed t', è possibile ricavare una

condiz'ione analitica di ortogonalità tra esse. Facciamo qualche esempio:
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- Se la retta r è rappresentata dall'equazione ax + by * c = 0 e la retta t' è

rappresentata dall'equazione a'x + b'y + c' = 0, allora, ricordando che (-b, a) è una

coppia di numeri direttori di r e (-b', a') è una coppia di numeri direttori di r', si ha:

r-Lr' <> (-b)Cb')+aa'=Q$ aa'+ bb'=0;

se la retta r è rappresentata parametricamente dal sistema elaJx = xo + lt
lv = lu + mt

retta r' è rappresentata dal sistema

rIr

=Xo

=Yo

<>

+lt
, , allora

+mt

ll'+mm'=0;

- se le rette r ed f' non sono parallele né all'asse x né all'asse y e sono

rappresentate informa esplicita da y = mx + p e y =m'x + p', alloram edm'

sono entrambi non nulli e si ha :

r I r' <> m'= -1/m.

Sia r la retta rappresentata dall'equazione ax + by + c = 0. Il vettore

v(-b, a) è parallelo ad r. Poiché il vettore v'(a, b) è ortogonale a v, si ha che tale

vettore è anche ortogonale ad r. La coppia (a, b) è dunque una coppia di numeri

direttori di ogni retta ortogonale ad r.

10. DISTANZA TRA INSIEMI NEL PIANO

Siano A(", , y, ) e B(xr, y, ) due punti di ru. Diciamo distanza úa A e B, e

la indichiamo con d(A,B), il modulo del vettore AB . Per la (3.1) e per la

Proposizione 4.I si ha allora :
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d(A,B) = IAB l= 
^E 

- ",)' + (y, - y)'

Datidueinsiemi S e T dipuntidelpiano,diciamo distanzatra S e T e

la indichiamo con d(S, T), l'estremo inferiore dell'insieme numerico

{ d(P, Q) : P € S, Q €T } ; poniamo cioè

d(S, T) = inf { d(P, Q) : P € S, O e T }.

Se r è una retta ed A un punto del piano , si ha :

d(A, r) = d(A, H) , dove H è l'intersezione con r della retta per A ortogonale

ad r.
Se (x, ,yr) sono le coordinate di A ed r è rappresentata dall'equazione

ax + by * c = 0, si prova che :

d(A, r) - 1"", + by, + cl I 
^p+ú 

.

Se r ed s sono due rette, si ha :

d(r,s) = g <> rfìrs*A, (inparticolare,ser=s)i

d(r,s) = d(P,s),essendo P unqualunquepuntodi f2 se redssono

propriamente parallele.

11. PUNTO MEDIO E ASSE DI UN SEGMENTO

Siano A(x,, y,) e B(xr, yr) due punti distinti di ru. Detto M( xr, y" ) it

punto medio del segmento di estremi A e B, risulta AM = MB. Per I'isomorfismo

coordinato associato adTl, sihache (*r-Xr, yv-y, ) = (xr-XM, yz-y*),
da cui si ricava :
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xl+x2
2

Yr+Yz
2

L'asse del segmento AB è l'insieme dei punti P del piano tali che

d(A, P) = d(B, P). Ne segue che

P(x, y) c asse di AB <> d2(A,P) = d2(B,P) <> (r - ",)' + (y - y,)2 =

("-*r)t + (y-y,)t <> 2x(xr-xr) + 2y (yr-y,) + x,t +y,t - xr'_ yr'=0.

E' facile verificare che l'asse del segmento AB coincide con la retta

perpendicolare alla retta AB e passante per il punto medio del segmento AB .

72. CIRCONFERENZA

Fissato un punto C € ru e un numero reale r > 0, la circonferenza di centro C

e raggio r è l'insieme (€ dei punti del piano rr aventi distanza r da C. Dette

(x", y") le coordinate di C, si ha :

P(x,y)€% <> d(C,P)=1 € d2(C,P7=f <> (*-""),+(y-yo)r=rr.

L'equazione

(72.1) (t - t")t + (y - yo)t = r'
rappresenta dunque la circonferenza (G.

Sviluppandola(72.7) e ponendo a=-2\o, b =-2yo e c = xo, + yot -Ír,
la (I2.I) diventa

(12.2) *'+y'+ax+by+c=0.
osserviamo che i numeri reali a, b e c che compaiono nella (r2.2) sono

legati dalla rclazione a' + b2 - 4c > 0; inoltre ogni equazione che si ottiene dalla

xM

Yrur
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(72.2) moltiplicandola per un numero reale non nullo rappresenta ancota la

circonferenza'6 .

Viceversa, data un'equazione del tipo Ax2 + Ayt + Bx + Cy + D = 0, con

A, B, C, D numeri reali e A - 0, questa si può scrivere, dividendo per A, nella

forma (12.2).Sommando a entrambi i membri 1' * \' ,la (12.2)diventa
44

, à,1 , b.',(x +t )-+ (y *t)- =

e dunque rappresenta una circonferenza '4

equivalentemente, a' + b' - 4c > 0. In tal

C(-:, - 9le il raggiodi % è'2' 2'

ESEMPI

72.I. Rappresentiamo la circonferenza % di centro C(2, -7) e raggio r = 3.

Per la (12.7) un'equazione che rappresenta la circonferenza '4 è

(*-2)t + (y + I)' = 9, cioè x2 + y' - 4x + 2y - 4 = 0.

I2.2. L'equazione x' + y' - 6x- 5y = 0 può essere scritta nella forma (x - 3)'z +

)5
(y -512)2 = 9 + ; " 

dunque rappresentala circonferenza di centro C(3,512)e

) 12AD
-+--c44

, a' b'se-esolose. - + -44
caso il centro di %

-c>0 o,

è il punto

Ia$$lo r =

72.3. L'equazione *' + y' + 4x - 2y + 7 = 0 non rappresenta una circonferenza in

quanto 4+I-7=-2<0.
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Ricordiamo che esiste una ed una sola circonferenza passante per tre punti

non allineati. Ricordiamo inoltre che il numero di punti che una retta r ha in

comune con una circonferenza ?o è 0, 1 oppure 2 (ed r è detta, rispettivamente,

esterna, tangente o secante la circonferenza) a seconda che la sua distanza dal

centro di (€ è maggiore, uguale o minore del raggio; l'unica retta tangente a % in

un suo punto P è la retta ortogonale alla congiungente P con il centro di (€ 
.

ESEMPI

12.4. Assegnati i punti A(1 ,7 ) , B(2, 1) e C(1 , -f ), che non sono allineati in

quanto AB(1,0) non è proporzionale ad AC(O,-2), rappresentiamo la circonferenza

passante essi.

La circonfeÍenza richiesta ha equazione del tipo x2 + y' + ax + by + c = 0, con a, b

e c opportuni. Per determinare a, b e c, imponiamo che le coordinate dei punti

assegnati soddisfino tale equazione. Si ottiene il seguente sistema lineare nelle

esso è equivalente al sistema a gradini

+b+c= -2
b + c = 1 che ha come unica soluzione la terna (-3, 0, 1). Un'equazione

2c=2
della circonferenza richiesta è quindi *' + yt - 3x + 1 = 0.

12-5. Rappresentiamo la retta r tangente alla circonferenza di equazione

x' + y' = 1 nel suo punto ,( + , +,
I-a circonfeÍenza assegnata ha centro nell' origine e raggio 7 ,per cui la retta r è la

retta per P ortogonale al vettore Op t E O \ Si ha quindi che r, ( , , ;). Si ha quindi che r è
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x= 0 -,
2

rappresentata dal sistema parametrico 1i o, equivalentemente,
v=-+t'2

dall'equazione x + y - nD=0
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13. RIFERIMENTO CARTESIANO ORTOGONALE MONOMETRICO NELLO

SPAZIO

Si dice riferimento cartesiano ortogonale monometrico dello spazio una

coppia R = ( O, 9., = (€*, ey, e,) ), dove O è un punto, detto origine, e

l" = (€*, e' e,) è un riferimento ortonormale dello spazio vettoriale "l/ dei vettori

liberi dello spazio. Siano U, U' ed U" i tre punti tali che OU = e* , OI-I' = €y ,

OLJ" = e,.I punti U, U' ed U" sono dettipuntiunitarl del riferimento. Le rette

OU , OU' ed OU" sono dette assi coordinati e, precisamenfe, asse x , asse y ed

asse z. Tali rette si considerano orientate concordemente ai vettori €*, €y, e,, che

sono i versori degli assi . I tre piani che contengono a due a due gli assi coordinati

sono dettipiani coordinati .

Preso un punto P dello spazio, consideriamo il vettore libero OP. Dette x,

v e z le componentidi OPin9l", i numerirealix, y ez sono detti coordinate

cartesiane di P nel riferimento R; x si dice ascissa diP, y ordinata ez quota.

Analogamente a quanto fatto nel piano, scriveremo P(*, y, z) per intendere che le

coordinate di P sono x, y e z. Dire che P ha coordinate x, y e z significa quindi

che OP = X €* * y ev + z ez. Per determinare x, y e z occote dunque considerare il

Punto P' ottenuto proiettando ortogonalmente il punto P sull'asse x (cioè il punto

comune all'asse x e al piano per P ortogonale all'asse x ) , il punto P" proiezione

ortogonale di P sull'asse y e il punto P"' proiezione ortogonale di P sull'asse z; si

ha:

lx l= IOP'l , ly l= lOP"l , ltl= lOP",l ,

dacui x= t lxl, y=t lyl e z=llzl,asecondacheivettori OP',OP"e
OP"' siano concordi o discordi con €*, €y ed e,, rispettivamente .

L'applicazione che ad ogni punto dello spazio associa la terna ordinata delle

sue coordinate in R è biettiva , per come è stata costruita.

Si vede subito che risulta O(0, 0, 0), U(1,0, 0) U'(0,1, 0) e U"(0, 0, 1).
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Proviamo che :

Proposizione 13.1 . Considerati i punti A(x,, lu z,) e B(x,lz, z), le componenti

in Ol,delvettore AB sono xz-xt , lz-lt e 22-zi'

Dimostrazione . Per come è stata definita l'addizione in V, OA + AB = OB, da

cui

(13.1) AB=OB-OA.
per I'isomorfismo coordinato associato al riferimento 9t, , le relazioni che valgono

tra i vettori valgono anche tra le loro componenti in 9t,. Poiché le componenti di

OA sono (x,, yr , zr)equelledi OB sono (xr, Yz, zz), dette ax'av ed a" le

componenti di AB , Per la (13.1) si ha :

ax = x2 - xl ) ày = Yz-Yt ) Z.= Zz- Zt.

D,ora in avanti parleremo semplicemente di riferimento cartesiano dello

spazio sottintendendo che esso è ortogonale monometrico. Scriveremo v(v', v' v,)

perintendere che le componenti delvettore v in9t" sono vx ,vye vz'

Siano v (v", vP v,) e w (w*, wP w,) due vettori non nulli. Dalle (2.1) e (3.1)

e dalla Proposizione 3.2 segue che :

(r3.2) cos Y^w = , 
o l*, =

loll'ol
(u* ** + vy wy + v,w,) I

In particolare, essendo (1, 0, 0) le componenti di €*, (0, 1, 0) le

componenti di e, e (0, 0, 1) le componenti di e", si ha :

(13.3) cos v^e* = v* I '*u,'

cos Y^e, = vrl

, cos Y^e, = vr 7
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14. CAMBIAMENTI DI RIFERIMENTO

Siano R = ( O,%,= (e", e' e) ) ed R' = ( O', TI'u =(et*, et' et,)) due

riferimenti cartesiani dello spazio. Analogamente al caso del piano, si prova che,

dette (*, y, t) € (X', y', z') le coordinate di un punto P rispettivamente in R
ed R', si ha :

l
l

l
l

l

b,,) è la matrice di passaggio da 9t" ad 9I', e (a,, c2, ca) sono le

O in R'.

Le (a.\ sono Ie formule di passaggio dal riferimento R al riferimento R'

15. PRODOTTO VETTORIALE IN "I/

Sia R = ( O, Su = (€*, e' e,) ) un riferimento cartesiano dello spazio.

Dati duevettori v = v" ex + vy ey + vzez e w =wx ex + wy ey + w.Es,diremo

prodottovettoriale div per w,eloindicheremoconv X w, ilvettore

v x w = (vy w,-y,wr) e*- (r**"-v,w*)"r+ (V*wy-vrw*) e,.

Si prova facilmente, tenendo conto delle proprietà del prodotto scalare

Sndard tra vettori liberi, che :

fX5.1) (vxw).v=0 e (vxw).ril=0,

lucuiilvettore v x w èortogonalesiaa v che a w.

m

Le componenti in 9t" di v x w sono quindi i determinanti :

;;:.1 , h;j ,h;l



Si ha inoltre:

(ts.2)

(1s.3)

(1s.4)

v x w=0 € y ew

V x \ry= - WXVr

gxxey=gz, €rX€r=€a:

sono dipendenti,

gzXex=ey.

16. RAPPRESENTAZIONE DEL PIANO

D'ora in avanti R = ( O ,%, = (e*, €r, e) ) indicherà un fissato riferimento

cartesiano dello sPazio.

Rappresentare in R un

determinare un sistema di equazioni

che :

un punto P aPPartiene ad X <>

equazioni di S .

Sia ru un Piano.

le coordinate di P in R verificano le

Proposizione 16.1 .Il piano n è rappresentato nel riferimento R da un sistema

parametrico a coefficienti reali del tipo

(I', ffi', n') indipendenti ed s e t parametri reali'

Dimostrazione. Sia A(xn, yu, zu) un punto di n e siano v(1, m, n) e v'(1" fn" tr'),

due vettori liberi indipendenti paralleli al piano n. Detto P(x, y, z) il generico punto

dello spazio, si ha :

insieme X di punti dello spazio significa

S in tre incognite (ed eventuali parametri) tale
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P Cn e ivettoriAP,v ev'applicatiinAsonocomplanari (à (perla

(1.2)) AP, v e v' sono dipendenti (à AP dipende linearmente da v e v'

<> (per I'isomorfismo coordinato associato ad 9t,) (* - *0, Y - Yo, 7 - zu)

dipende linearmente da (1, m, n) ed (l', m', n') <>

I s,te R : (x-Xo, y- Yo,z-zu)= s (1, m, n) + t (l', m',n') <>

s +l't
s + m't (con s e t parametri reali)

s + n't

rappresenta dunque il piano n nel riferimento R.

E' evidente che ogni sistema parametrico a coefficienti reali del tipo

ed (l', ffi', n') indipendenti ed s e t

parametri reali, rappresenta un piano; precisamente, il piano passante per il punto

di coordinate (xu, yo,zo) e parallelo ai vettori di componenti (1, m, n) ed (l', m', n')

rispettivamente.

Proposizione 16.2. Il piano n è rappresentato nel riferimento R da un'equazione

del tipo ax + by + cz + d = 0, con e, b, c, d numeri reali e (a, b, c) * (0, 0, 0)

(rappresentazione ordinaria o cartesiana di n ). Inoltre il vettore w(a, b, c) è

ortogonale a n.
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X-Xrr Y-Yo Z-20
I m n = Q. Sviluppando tale determinante secondo la prima

lm'n'

Dimostrazione. Sia A(ru, yr, zr) un punto di n e siano v(1, m, n) e v'(l', fr', D')

due vettori liberi indipendenti paralleli al piano n. Detto P(x, y, z) il generico punto

dello spazio, si ha :

P Cn <> ivettori AP,v ev'applicatiinAsonocomplanari (à AP, v e

v' sono dipendenti <> (* - rn, ! - yr, z - 211), (1, -, n) e (l', m', n') sono

dipendenti <> (p.t la Proposizione 3.3 del Capitolo III)

riga si ottiene :

(- n' -m' n) (*-*u) + (l' n-l n') (V-yJ + (1 m' -l' nt) (z-zr,) = Q.

Per quanto visto, I'equazione (m n' - m' n) (r - ru) + (l' n - I n') (y - yu) +

(l *' - l' m) (z - zo) = 0 rappresenta il piano n nel riferimento R. Ponendo

a=mn'-m'n, b= l'n-ln', c= lm'-l'm eilterminenotougualea d,

l'equazione diventa ax + by + cz + d = 0. Osserviamo infine che, detto vy il

vettore di componenti (a, b, c), dalla definizione di prodotto vettoriale segue

vv = v x v'. Essendo v e v'linearmente indipendenti, dalla (15.2) segue che w è

non nullo; inoltre, per Ia (15.1), w è ortogonale sia a v che av', e dunque è

ortogonale al piano r. Si ha così l'asserto.

Si può provare che :

Proposizione 16.3. Ogni equazione a coefficienti reali del tipo

ax + by + cz + d - 0, con (a, b, c) - (0,0,0) rappresenta unpiano ortogonale al

vettore di componenti (a, b, c). Inoltre due equazioni di primo grado in x, y, z

rappresentano lo stesso piano se , e solo se, esse sono proporzionali.
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ESEMPI

16.1. Rappresentiamo il piano n passante

v(1, -1, 0) e v'(2, 1, 3).

Una rappresentazione parametrica di xr è

per A(4, 3, -2) e parallelo ai vettori

= 4+s+2t

= 3-s+t', ,cons etparametri

= -2+3t

x

v
Z

1_eali.

Unarappresentazioneordinariadi n èfornitadall'equazionex +y -z - 9= 0, che

16.2. Rappresentiamo il piano n passante per i punti A(1, 0, 1), B(2,0, 0) e

q2,I,3). I vettori AB (1, 0, -1) e AC (1., 1.,2) sono indipendenti ed entrambi

paralleli al piano n. Una rappresentazione

mn setparametrireali.

Una rappresentazione ordinaria di r è data dall'equazione x - 3y + z - 2 = 0,

Si verifica facilmente che :

x = 0 è un'equazione del piario yz (piano per gli assi y e z);

y = 0 è un'equazione del piano xz (piano per gli assi x e z);

z = 0 è rin'equazione del piano xy (piano per gli assi x e y).
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(17.1)

I piani Ír e n'

ortogonale aÍ, e w'

ortogonali. E'dunque :

(17.2)

17. PARALLELISMO E ORTOGONALITA' TRA PIANI

Siano ft e fi' due piani. Ricordiamo che Ír e fi' si dicono paralleli

(n ll *') se non hanno punti in comune (propriamente paralleli) oppure coincidono

(impropriamente paralleli). Evidentemente, detto w un vettore non nullo

ortogonale a îr e w' un vettore non nullo ortogonale a ru', si ha :

nll ^'<> wll w'.

si dicono ortogonali se, detto w un vettore non nullo

un vettore non nullo ortogonale a n', tali vettori risultano

nLfi, € wIw'

Supponiapo che rÍ e îÍ,' siano rappresentati in R rispettivamente dalle

equazioni ax + by + cz+ d= 0 e a'x + b'y + c'z + d' = 0. PerlaProposizione

76.3, w(a, b, c) è un vettore non nullo ortogonale a xr e w'(a', b', c') è un vettore

non nullo ortogonale a n'.

Dalla (Il.D segue allora che :

(17.3) - ll t' <> w ll w' <> w e w' sono dipendenti + (a, b, c) e

(&',b', c') sono dipendenti <> (a, b, c) e (a',b', c') sono proporzionah.

Se r ll fi', ovvero (a, b, c) e (à', b', c') sono proporzionali, si possono

presentare due casi: (a,b, c, d) e (a', b', c', d') sono proporzionali oppure non lo

sono. Dalla Proposizione 16.3 segue che nel primo caso fi = n' ( îr e ir,'

impropriamente paralleli), mentre nel secondo caso îr t î(,' ( n e n' propriamente

paralleli).

Sia n' un piano parallelo a n . Un'equazione che rappresenta fi' è del tipo

hax +hby + hcz+ d'= 0, con h- 0 Dividendoperh, si ottiene
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ax + by + cz + d'/h = 0. Ne segue che ogni piano parallelo a n può essere

rappresentato da un'equazione del tipo ax + by + cz + k = 0.

Per quanto riguarda l'ortogonalità tra piani, dalla (17.2) segue che:

n I xr' <> w I w' <> (per la (2.3)) \ry 'w' = 0 <> (per la

Proposizione 3.2) a a' +b b' + c c' = 0.

Ricordiamo che, assegnato un punto A ed un piano n, i piani per A

ortogonali a rr sono tutti e soli i piani che contengono la retta per A ortogonale a n.

ESEMPI

17.7. lpiani ne n'rappresentati rispettivamente dalle equazioni x- 4y +32+ 6=O

e 2x - 8y + 6z + ! =0 sono propriamente paralleli in quanto (I, -4,3) e

(2, -8,6) sono proporzionali, mentre (I, -4,3, 6) e (2, -8,6, 1') non lo sono'

17.2. Consideriamo i piani .lr, fi' e ir" rappresentati rispettivamente dalle

equazioni x-4y+32+6=0, x+y+ z-2=0 e 2x+y-42=0.

Ipiani îre.rr' sono ortogonaliinquanto (7,-4,3)'(1, 1, 1) = 1'-4+ 3 = 0. Ipiani

fi e fi" non sono ortogonali in quanto (I, -4,3)' (2,I, -4) * O.

17.3. Sia n il piano rappresentato dall'equazione 2x + 3y - 5z + 1 = 0.

Rappresentiamo

(i) il piano per A(4, 2,3) parallelo a n;

(ii) due piani per I'origine ortogonali a n;

(i) Ogni piano parallelo a n può essere rappresentato da un'equazione del tipo

2x+3y - 5z+ k = 0, con kC R. Sevogliamo che un talepianopassi perA,

dobbiamo imporre che le coordinate di A siano una soluzione di tale equazione;
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deveessere cioè 2(4)+3(2) - 5(3) + k= 0, dacuik= 1. Un'equazionedelpiano

richiesto è allora 2x + 3y - 5z + 1 = 0.

(ii) Un piano per I'origine ha equazione del tipo ax + by + cz = 0. Un tale piano è

ortogonale a rr se? e solo se, 2a + 3b - 5c = 0. Due soluzioni (non nulle)

r dell'equazione2a + 3b - 5c = 0 sono, ad esempio, (5,0,2) e (1, 1, 1). Ne segue che

le equazioni 5x + 2z=0 e x + y + z = 0rappresentano duepianiperl'origine

ortogonali a n.
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18. RAPPRESENTAZIONE DELLA RETTA

Sia r una retta.

Proposizione 18.1. La retta r è rappresentata in R da un sistema del tipo

lax + bv + cz + d = 0
(18.1) ] , con (a, b, c) , (a', b', c') - (0, 0, 0) e non

|a'x + b'y + c'z + d' = 0'

proporzionali. Viceversa, ogni sistema del tipo (18.1) rappresenta una retta.

Dimostrazione. Siano fi e n'due piani distinti contenenti r. Poiché r = fi l^ì n',

allora, se xr e xr' sono rappresentati in R rispettivamente dalle equazioni

ax + by + cz + d = 0 e a'x + b'y + c'z + d'= 0, il sistema

fax + by + cz + d = 0| ' ,. rappresenta la retta r. Osserviamo esplicitamente
la'x+b'y+c'z+d'=Q
che (a, b, c), (a', b', c') - (0, 0, 0) in quanto le equazioni del sistema rappresentano

due piani; inoltre, essendo tali piani non paralleli, per la (17.3) le terne (a, b, c) e

(a',b', c') non sono proporzionali.

Viceversa, ogni sistema del tipo (18.1) rappresenta una retta in quanto le

equazioni del sistema rappresentano ciascuna un piano e tali piani non sono

paralleli, essendo (a, b, c) e (a', b', c') non proporzionali.

Se una retta è rappresentata mediante un sistema del tipo (18.1)

(rappresentazione ordinaria o cartesiana della retta), essa può essere ovviamente

rappresentata con un qualunque altro sistema equivalente al precedente. Ad

esempioisistemi f. l*z+^11 =o
lx-2v + 19 = 0 " J*-y+z+11=0

lv+z- g =o
rappresentano la stessa retta in quanto equivalenti.

Gli assi coordinati si possono owiamente rappresentare così :
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ASSC X :

asse y :

ASSE Z :

(x

It

lv=
1,=

I"=
lr=

f*=
Lv=

0

0

0

0

0

0

Per individuare una retta r occorre conoscere due piani distinti che la

contengono oppure un suo punto e un vettore non nullo ad essa parallelo. Se

conosciamo due piani distinti per r, abbiamo già osservato che r si può

rappresentare in forma ordinaria con un sistema del tipo (18.1). Proviamo ora che :

Proposizione 18.2. La retta r è rappresentata in R da un sistema parametrico a

coefficienti reali del tipo

(18.2)

Dimostrazione. Sia A(x,, y,, z,) un punto di r e v( l, m, n ) un vettore non nullo

parallelo ad r. Si ha :

P(x, y, z) C r (à AP

-x1,Y-Yt,Z-Zt

C R'(X-Xr,y

ll o <>

) e (l,m

-Yr,Z-zt

AP

)

e Y sono dipendenti <>

n ) sono dipendenti <>

= t(1,ffi,D) e

It
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Il sistema parametrico (con t parametro reale) rappresenta dunque

la retta r nel

E' evidente che, viceversa, ogni sistema parametrico del tipo (18.2)

rappfesenta una retta: la retta passante per il punto A(xr, yr, zr) e parallela al

vettore v( I, m, n ).

Come nel caso del piano, si definiscono numeri ( o parametri ) direttori

di una retta r le componenti di un vettore non nullo parallelo ad r (detto vettore

direzione di r). Owiamente, come nel caso del piano, i numeri direttori di r sono

definiti a meno di un fattore di proporzionalità non nullo.

Se la retta r è rappresentata in forma parametrica, una terna di numeri

direttori di r è data dai coefficienti del parametro.

Sia ora r rappresentata in forma ordinaria da un sistema del tipo (18.1).

Considerati i vettori v(a, b, c) e v'(a', b', c'), si può provare che una terna di

numeri direttori di r è data dalle componenti del vettore v x Y', prodotto vettoriale

di v e v'. Si ha quindi che una terna di numeri direttori di r è (1, m, n), con

lb cl la cl la bl
l-l l.m=- | l. n= I l.' lu'c'l la'c'l' la'b'l

Se A e B sono punti distinti di r , il vettore AB è un vettore non nullo

parallelo ad r e quindi una terna di numeri direttori di r è data dalle componenti

del vettore AB.

ESEMPI

18.1. Determiniamo una rappresentazione parametrica della retta r rappresentata

dal sistema :

riferimento
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f-Y+22-
lZx+3y-z=

Il punto A(2, 0,0) appartie

2

4'

ne ad r (in quanto (2,0,0) è una soluzione del sistema

l-1 2l _ 17 2l lt -11I l=-5. -l- -l =J e I l=5.l: -11 12 -rl 12 3l

1) , è una terna di numeri direttori di r. Ne segue che

che rappresenta r). Poiché

(-5,5,5), e dunque (-1, L,

una rappresentazione parametrica di r è

Una rappresentazione parametrica di r si può anche ottenere direttamente

considerandol'insieme {(2-t,t, t), t€ R } delle soluzionidel sistemache

rappresenta r .

18.2. Rappresentiamo la retta r passante per i punti A(3, 5, -1) e B(2, 1, 0).

Una terna di numeri direttori di r è fornita dalle componenti (7, 4, -1) del vettore

BA, per cui una rappresentazione parametrica di r

rappresentazione ordinaria di r si può ottenere eliminando il parametro t dalle

equazioni precedenti : si ricava t da una delle equazioni e si sostituisce nelle altre

due, ottenendo in tal modo due equazioni che rappresentano due piani distinti

passantiperr. Ricavando ad esempio tdallaprima equazione, siha : t = x-3l

sostituendo nelle altre due equazioni si ottiene il sistema [o* 
- y - 7 = 0 

che
lx + z-2=0

rappresenta r in forma ordinaria.
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19. COSENI DIRETTORI DI UNA RETTA ORIENTATA

Sia r una retta orientata e v un vettore non nullo parallelo ad, t. La misura

x^r dell'angolo convesso formato dall'asse x e dalla retta r coincide con e*^v o con

e.^(-v) a seconda che v sia concorde o discorde con r. Dette (1, m, n) le

componenti di v, si ha, utilizzando le (13.3) :

cos x^t = t

Analogamente, cos ]^r = t ml e cos z^r=+n I

I coseni su scritti sono detti coseni direttori dir.

20. FASCI DI PIANI

Sia r una retta. Diremo fascio proprio di piani di asse r l'insieme dei piani

passanti pgr r . Se r è rappresentata da un sistema del tipo (18.1), si prova che un

piano appartiene al fascio di asse r se, e solo se, è rappresentato da una equazione

del tipo :

(20.1) h(ax+by+cz+d)+k(a'x+b'y+c'z+d')=0, con h,k €R e

(h, k) - (0, 0).

Se risulta h * 0 ,la (20.r) si può scrivere, dividendo per h e ponendo

k / h = t, nella forma :

(20.2) ax+by+cz+d +t(a'x+b'y+c'z+d,)=e.
La (20.2) rappresenta tutti i piani del fascio di asse r tranne , owiamente,

quello che si ottiene relativamente alle coppie (0, k) , cioè il piano di equazione

a'x+b'y+c'z+d'=0.
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20.7. Rappresentiamo il piano n passante per la retta r rappresentata da

lx-2v+z+1=0
I -J ^ e per il Punto A(7, -2, -2).

f2x+y-z-3=0 
r r

Il piano n appartiene al fascio di piani di asse r e non coincide con il piano di

equazione 2x+y -z- 3 = 0, in quanto (7,-2, -2) non è soluzione di tale

equazione. Ne segue che n può essere rappresentato da un'equazione del tipo

x - 2y + z + I + f (2x+ y - z -3)= 0, con t e R' Imponendo il passaggio per il

punto A si ottiene 4 + t(-1) = 0, da cui t= 4. Un'equazione che rappresenta n è

dunque 9x + 2y -32- 11 = 0.

21. PARALLELISMO E ORTOGONALITA' TRA RETTE

Siano r ed r' due rette. Ricordiamo che r ed r' sono parallele se, e solo se,

esse coincidono (impropriamente parallele) oppure sono complanari (cioè esiste un

piano che le contiene) e non hanno punti in comune (propriamente parcllele). Detti

v(1, m, n) e v'(l', fn', D') due vettori non nulli paralleli rispettivamente ad r e ad r',

siha:

r ll r' <> v ll v' <> v e v' sono dipendenti <> (1, m, n) ed (l',lr', fl')

sono dipendenti € (1, m, n) ed (l', ffi', tr') sono proporzionali.

Per quanto riguarda I'ortogonalita' tra rette, si ha :

r I r' <> v I v' <> (per la (2.3)) v' v' = 0 € (per la Proposizione

3.2) ll'+mm'+nn'=0.
Ricordiamo che, assegnato un punto A ed una retta r, le rette per A

ortogonali ad r sono tutte e sole le rette per A contenute nel piano per A ortogonale

ad r.

733



ESEMPI

21.1. Consideriamo le rette r, r' ed r" rappresentate rispettivamente da :

l2v+z=0
. l": )0' lZx-z-3=0

Le tre rette sono a due a due parallele in quanto una terna di numeri direttori di r è

(1, -7,2) , una terna di numeri direttori di r' è (-7, I, -2) (componenti del vettore

v(1, 1, 0) x v'(1, -1, -I) ) e una terna di numeri direttori di r" è (-2,2, -4)

( componenti del vettore w(0,2,L)xw'(2,0, -1) ) e tali terne sono a due a due

proporzionali.

Si ha inoltre che r ed r' sono impropriamente parallele, cioè coincidono, dato che

passano entrambe per il punto A(2, 0, 1). Le rette r' ed Í" sono invece

propriamente parallele, in quanto il sist

essendo equivalente al sistema a gradini

2I.2. Rappresentiamo la retta r' per il punto A(5, 1,

Possiamo scegliere come numeri direttori di r' la terna (1,

-3) parallela alla retta

2, -I) di numeri direttori

= 5+ t
=7+2t.

a.+_-J -L
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21.3. Consideriamo le rette r, r' ed r" rappresentate rispettivamente da :

Le rette r ed r' sono ortogonali in quanto (-1,2,3) . (2,1, 0) = Q, r' ed r"

sono ortogonali in quanto (2, 1,0) ' (-1, 2, I) = 0, mentre r ed r" non sono

ortogonali essendo (-1,2,3). (-1,2,7)= 8 * 0.

21.4. Assegnata la retta r rappresentata da , determiniamo due rette

per l'origine ortogonali ad r.

Poiché (-3, 0, 1) è una terna di numeri

direttori (1, m, n) è ortogonale ad r se,

-31 + n = 0 . Ad esempio, le rette rappresentate da

due rette distinte per O entrambe ortogonali ad r.

22. PARALLELISMO E ORTOGONALITA' TRA UNA RETTA E UN PIANO

Siano r una retta e fi un piano. Ricordiamo che r e fi sono paralleli se, e

solo se, r è contenuta in n (impropriamente paralleli) oppure r e fi non hanno punti

in comune ( propriamente paralleli). Se v * 0 è un vettore parallelo ad r e w + 0

è un vettore ortogonale a 1\ si ha :

.ll " <> rCnoppurerfln=A <> v èortogonalea w.

x=1-3t
v-)

z=t

di r, allora una retta di numeri

(1, m, n) ' ( -3, 0, 1) = g, cioè

[x=t lx=2t
]y=o . ]y=t sono

lz=3t lr=u,
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Sia ax + by + cz + d = 0 un'equazione che rappresenta n. Per la

Proposizione 16.3, il vettore w(a, b, c) è un vettore non nullo ortogonale a n. Dette

allora (1, m, n) le componenti di v, si ha :

t ll xr <> v è ortogonaleaw €) (perla(2.3)) vovr'=0 <> (perla

Proposizione3.2) al+bm+cn = 0.

Per quanto riguarda la condizione di ortogonalità tra una retta ed un piano,

possiamo dire, mantenendo le stesse notazioni, che

r I 1Í <> v èparalleloaw e v e w sonodipendenti <>

(1, m, n) e (a, b, c) sono proporzionali.

ESEMPI

z2.T.Ilpianofirappresentatodall'equazione2x - y -32 +5= 0 elaretta r

rappresentata dal sistema I* 
* t I 

= 
: sono paralleli , in quanto una terna di

fv+'-2=o r-'-----

numeridirettoridi r è (7,-7,7) e 2(1 )-1(-1 )-3(1)=0.

2Z.2.llpiano fi rappresentato da 3* - y + 22 + 2 = 0 e la retta r rappresentata

ortogonali in quanto una terna di numeri

direttori di r è (-3,I, -2) e tale terna è proporzionale alla terna (3, -I,2).

22.3. Considerato il punto A(1, 7, -2) ed il piano rr rappresentato da

2x + z - 4 = 0,determiniamo la retta r per A ortogonale a n.
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Poiché la terna (2, 0, 1) dei coefficienti delle incognite nell'equazione che

rappresenta n è una terna di numeri direttori di ogni retta ortogonale a n, allora una

I+2t
1

2+t

22.4. Considerato il punto A(-2, 1., 0) e le retta r rappresentata da

|.x-Y=o) ^ , rappresentiamo il piano fi per A ortogonale ad r.
f2x+y-z+1=Q

Poiché una terna di numeri direttori di r è (1, 1, 3), ogni piano ortogonale ad r può

essere rappresentato da un' equazione del tipo x + y + 3z + d = 0. Imponendo il

passaggioperAsiottiene -2+I + d = 0, dacui d = 1. Neseguechel'equazione

x + y + 3z + I= 0 rappresenta fi.

22.5. Consideriamo il punto A(1, -2, 3) e la retta r rappresentata da

fl 
* t - 1 = o. 

,or"nu A #r, esisteunaedunasolarettasperAortogonale
l3r-z=o
ed incidente r. Rappresentiamo tale retta.

La refta s è contenuta sia nel piano n per A ortogonale ad r che nel piano n' per A

e per r. Essendo (I, -I,3) una terna di numeri direttori di r, il piano n può essere

rappresentato da un'equazione del tipo x - y + 3z + d = 0; imponendo il passaggio

perA, si ottierte d= -12, da cui x-y + 3z-12 = 0 rappresenta n. Ilpiano fi', che

appartiene al fascio di piani di asse r , coincide con il piano di equazione

3x - z = 0 poiché tale piano, che contiene r, contiene anche A in quanto le

coordinate di A sono una soluzione dell'equazione 3x - z = Q Il sistema

lx-y+32-12=0) - rappresenta dunque la retta s.

l3r-z=o
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23. PUNTO MEDIO DI UN SEGMENTO

Siano A(xr, y,, zr) e B(xr, yz, zz) due punti. Con un ragionamento analogo

a quello usato nel caso del piano (cfr. Paragrafo 11), si prova che le coordinate

( x*, yr, z*) del punto medio M del segmento di estremi A e B sono:

2-T. DISTANZA TRA INSIEMI NELLO SPAZIO

Siano A(x,, y,, zr) e B(xr, yz, zz) due punti. La distanza d(A, B) tra A e B

è- per definizione, il modulo del vettore AB. Per la (3.1) e la Proposizione 13.1 si

ha: d(A,B)= IAB | = 
^Gr-rj-Cr-y,)' 

+(zr-2,)2 .

Siano S e T due insiemi di punti dello spazio. Così come nel caso del piano,

diciamo distanza tra S e T, e la indichiamo con d(S, T), l'estremo inferiore

dell'insiemenumerico {d(P, Q), conP C S e Q CT}; poniamo cioè:

d(s,T)= inf {d(P,Q): PcS eQe r;.

Distanza punto - piano

Siano A un punto e fi un piano. Considerata la retta per A ortogonale a n e

detto H il punto d'intersezione di tale retta con n, si ha : d(A, ru) = d(A, H).

Se(x,,yvzr) sono le coordinatediA e ax+by+cz+d=0 è

un'equazione che rappresenta n, risulta :

d(A,ru) = lax, +by,+ czr+dl /
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Distanza Dunto - retta

Siano A un punto ed r una retta. Detto n il piano per A ortogonale ad r e

detto H il punto d'intersezione di n con r, si ha :

d(A,r) =d(A,H).

Distanza tra due rette

Siano r ed s due rette. Se r ed s sono incidenti , allora , chiaramente,

d(r,s)=0.
Se r ed s sonoparallele,siha : d(r,s) = d(P,s),perogni PCr.
Supponiamo infine r ed s sghembe. Ricordiamo che due rette si dicono

sghembe se esse non sono complanari (cioè non esiste nessun piano che le

contiene entrambe), ovvero non sono né incidenti né parallele. In tal caso la

distanza tra r ed s sarà la minima tra le lunghezze dei vettori PQ , al variare del

punto P su r e del punto Q su s; essa si ottiene quando PQ è ortogonale sia ad

r che ad s.

Distanza retta - oiano

Siano r una retta e rr un piano. Se r e

hanno un sol punto in comune oppure r è

d(r,n)=Q.

Se r e fi sono propriamente paralleli, allora d(r, n) = d(P, n), per ogni P €r.

Distanza tra due oiani

Siano xr e rr,' due piani. Se n e n' hanno intersezione non vuota (cioè si

intersecano in una retta o coincidono), allora, owiamente, d(x, fi') = 0.

Se n e fi' sono propriamente paralleli, allora d( n, n') = d( p, n'), per ogni p € n.

n hanno intersezione non vuota ( cioè

contenuta in n), allora, ovviamente,
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24.I. Determiniamo la distanza

dall'equazione 2x - y + z - 4 = 0.

Si ha : d(A, n) =12 - 3 - 7 - 4l I

del punto A(1, 3, -1) dal piano n rappresentato

=l-61t^ll = J6.

24.2.Determiniamo la distanza del punto A(I,2,0 ) dalla rcftar rappresentata dal

. fx-y+3=0
slstema )

l4x-z+9=0
Poiché ( 1, 1, 4 ) è una terna di numeri direttori della retta r, allora ogni piano

ortogonale ad r può essere rappresentato da un'equazione del tipo

x+y + 4z * d = 0. Imponendo che un tale piano passi perA, si ottiene d = -3.

L'equazione x + y + 42 - 3 = 0rappresentadunque ilpianonperAortogonale adr.

La terna ( xH, yn, z" ) delle coordinate del punto H intersezione di r con fi è I'unica

. Si ha : ( xn, yu,zs) = (-2,1, 1) , da cui

d(A, r) = d(A, D = 1G+a' +(2-1)'z +(0-1)' = nft .

24.3. Consideriamo le rette r ed s rappresentate rispettivamente dai sistemi

e t'parametri reali.

i) Verifichiamo che r ed s sono sghembe;

ii) determiniamo la distanza tra r ed s.

i) Una terna di numeri direttori di r è ( 2,I, -7) e una terna di numeri direttori di s è

( 0, -1, 1). Poiché tali terne non sono proporzionali, allora r ed s non sono parallele.

Determiniamo ora una rappresentazione ordinaria per ciascuna delle due rette.

Ricavando, ad esempio, t dalla seconda equazione del sistema che rappresenta r e

(2)'z+(-I)'z + (1)'



sostituendo nelle altre due equazioni, si ottiene il sistema {"-" :=^O che
lv+'+1=0

rappresenta r in forma ordinaria. Analogamente si ottiene il sistema f* 
- t = 

:
lv+t-3=o

che rappresenta s in forma ordinaria. La terna delle coordinate di un eventuale

punto d'intersezione tra r ed s è una soluz

però tale sistema incompatibile, possiamo affermare che r ed s non sono incidenti.

Non essendo dunque né parallele né incidenti, Ie rette r ed s sono sghembe.

ii) Il puntoP(-7 +2t, -2 + t, 1- t ) è il generico punto di r ed il punto

Q( 1, | - t',2 + t') è il generico punto di s. Consideriamo il vettore

PQ(2 -2t, 3- t' - t, 1 + t' + t). Si ha :

PQ f r e (2-2t,3-t'-t, 1+t'+t).(2,1,-1)=0 <> 6-6t-2t'=0,
PQ I s € (2-2t,3-t'-t, !+ t'+t).(0,-1, 1)=0 + -2+2t+2t'=0.

Ne segue che PQ è ortogonale sia ad r che ad s se, e solo se, sono verificate

entrambele condizioni 6 - 6t-2t'= 0 e -2+2t+2t'= 0, cioè se, e solo se, t =1 e

t' = 0. Per t = 1 si ottiene il punto P0(1, -1, 0 ) di r e per t' = 0 il punto Qu( 1, t, 2) di

s. Ne segue che d( r, s) = d( P0, Q0) = I PoQnl = "18 = 2rl1 .

25. SFERAE CIRCONFERENZA

Fissato un punto C dello spazio e un numero reale r > 0, la sfera di centro C

e raggio r è l'insieme I dei punti dello spazio aventi distanza r da C. Dette

(Xo, yo, zo) le coordinate di C, si ha :

P(*,y, z)e9+ d(C,P)-r (à d2(C,P) =12 (à(x-xo)'+ (y-y")'+ (z-2")2-rz.
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L'equazione

(2s.t) (*-*")' + (y-y")' + (z- z")z - rz

rappresenta dunque la sfera 9.

Sviluppandola(25.1) e ponendo a = -2xo,b - -2y,, c = - 2zo e

d = xo2 + yo2 + zot -r' ,la(25.r) diventa

(2s.2) *t+y'+z'+ ax+by +cz+ d=0.

Osserviamo che i numeri reali a, b, c e d che compaiono nella (25.2) sono

legati dalla relazione a' + b2 + c' - 4d > 0 ; inoltre ogni equazione che si ottiene

dalIa (25.2) moltiplicandola per un numero reale non nullo rappresenta ancora la

sfera 9.

Viceversa, data un'equazione del tipo Ax2 + Ay'+ Az2 + Bx + Cy +Dz+ E = 0,

con A, B, C, D, E numeri reali e A * 0, questa si può scrivere, dividendo per A,

nellaforma(25.2).Sommando a entrambiimembri 1'* \'* :' ,b(25.2)444
b2 c'+- +-44 - d e dunque

bz c'+-+- -d44
caso il centro di

b2 c'+- +- -d44

. a, b"clrventa (x + :)- + (y + _ )- +2'"2'

rappresenta una sfera I S€, e

equivalentemente, az + b? + c' -

c(-:, -:, - f; " 
l raggio di y è'2' 2' 2'

. c.t a(z + -l'-'2'4
^2,dsolo se.'4

4d > 0. In tal Y è il punto

a'
4
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25.7. Rappresentiamo Ia sfera g di centro C(0,4, - 3)

Per la (25.1) un'equazione che rappresenta la sfera g è

cioè x' +y' + z' -8y + 6z +2I =0.

e raggio r=2.

x'+(y-4)'+(z+3)2=4,
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25.2. L'eqtazione xt +yt +z2-2x+3y +4z-2=O puòesserescritraÉ

forma(*-1)t+ (y + 312)2 +(z+2)z =t* ] +4+2 edunque rappresentalasfera
4

di centro C(7, -312, -2) e raggio r =

25.3. L'equazione *t +yt +z'+ x-6y + 4z + 30 = 0 non rappresenta una sfera

inquanto L+36 + 16-720=-67 <0.

Ricordiamo che esiste una ed una sola sfera passante per quattro punti non

complanari. Ricordiamo inoltre che I'intersezione di un piano fi con una sfera I è

l'insieme vuoto (x esterno ad 9), è costituita da un unico punto (n tangente ad 9)

oppure è una circonferenza (n secante I ) a seconda che la distanza di xT, dal

centro di y è maggiore, uguale o minore del raggio di 9; se P è un punto di 9,

esiste uno e un sol piano tangente ad I in P ed esso è il piano ortogonale alla retta

per P e per il centro di 9.

Sia I una sfera, C il suo centro ed r il suo raggio. Se n è un piano che

interseca I in una circonferenza ?o, allora il centro C' di (€ è il punto di

intersezione di n con la retta per C ortogonale a ru ed il raggio di '4 è

rt -d'1C,C'; ; inoltre la retta tangente a % in un suo punto P (cioè la retta di n

avente il solo punto P in comune con %) è l'intersezione di fi con il piano tangente

ad 9 in P. Se g è rappresentata dall'equazione (25.2) e ru è rappresentato

dall'equazione a'x + b'y + c'z + d' = 0, allora % è rappresentata dal sistema

(2s.3)

Ne segue che ogni circonferenza dello spazio si può rappresentare con un sistema

del tipo (25.3) in quanto essa si può sempre ottenere come intersezione di una sfera

con un piano.
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Viceversa, un sistema del tipo (25.3) rappresenta una circonferenza se, e

solo se, la prima equazione rappresenta una sfera e la seconda equazione

rappresenta un piano avente dal centro della sfera distanza minore del raggio.

ESEMPI

25.4. Considerata la sfera I di eqtazione x2 + y' + z2 - 4y = g,

i) rappresentiamo il piano fi tangente ad I nell'origine.

I1 centro di y è C(0,2,0). Il piano ru è il piano per l'origine ortogonale alla retta

OC, cioè al vettore OC(0, 2, 0); un'equazione che rappresenta n è dunque y = 0.

ii) determiniamo la posizione rispetto ad 9 del piano Ír' rappresentato

dall'equazione z-2 = 0.

Poiché il raggio r di 9 è 2 e d(C, n') = 2, alloran' è tangente ad g.Il punto di

tangenza è il punto -I(0,2,2) ottenuto intersecando fi'con la retta passante per C

ed ortogonale a fi,', retta rapprentata dal si

iii) determiniamo la posizione rispetto ad g del piano n" tappresentato

dall'equazione x-y =0.

Essendo d(c, n") - O . 2 = Í, il piano ru" interse ca g in una circonferenza

%. ll centro C'di (€ è l'intersezione di n" con la retta per C ortogonale axr",

egue che C' ha coordinate (1, 1, 0). il

raggiodi .€ è J.'-dGO = J4J=O.
iv) rappresentiamo la retta tangente alla circonfeÍenza(€ nel suo punto p(2,2,0).

Poiché il piano tangente ad I in P è rappresentato dall'equazione x - 2 = 0, allora

ta retra richiesta è rappresentata dal sistema 
{ll ; f :
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25.5. Rappresentiamo la circonfeîenza ?" passante per i punti non allineati

A(2,0,0), B(0,0,3) e C(0, 1,3).

La circonfeîenza (€ si può ottenere come intersezione del piano n per A, B e C con

una delle infinite sfere passanti per i tre punti dati. Il piano n è rappresentato

dall'equazione 3x + 2z -6 = 0. Una sfera per i tre punti A, B e C ha un'equazione

deltipo "'+y'+22 + ax+by + cz+ d = 0, con (a,b,c, d)soluzionedel sistema

il passaggio della sfera per A, B e C. Tra

Ie infinite sfere passanti per A, B e C, ne scegliamo una imponendo il passaggio per

un punto non complanare con A, B e C (cioè non appartenente al piano n), ad

esempio per l'origine. Otteniamo così i

unica soluzione (-2, -1, -3, 0). Una sfera passante per '4 è dunque la sfera

rappresentatadall'equazione *t +y'+ z'-2x-y -32 = Q. Ne segue che un

|.*t+y'+z'-2x-y-32=0
sistema che rappresenta % è { '^ 

-
l3x+22-6=0
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